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Cuvant inainte

Lucrarea de fata a fost redactata cu scopul de a ajuta studentii care vor sa participe la
Concursul Profesional Studentesc de Rezistenta Materialelor "C.C. Teodorescu™. Eveniment de
traditie indelungatd, aceastd competitie a ramas printre putinele concursuri studentesti ce se
desfasoara anual inca din 1972.

Pe parcursul lucrarii sunt prezentate problemele date la faza locala a concursului intre anii
1988 — 2016, precum si rezolvarea acestora. Cele mai multe dintre problemele redactate in aceasta
carte au un grad de dificultate mediu spre ridicat, in comparatie cu cele intalnite in mod uzual in
culegeri sau la examenele de Rezistenta Materialelor.

Culegerea vine in sprijinul studentilor in vederea intelegerii si dezvoltarii lor in ceea ce
priveste dobandirea de cunostinte la aceastd disciplina de culturd tehnicd generald atat de
importanta.

Ne exprimam convingerea ca lucrarea de fatd, prin aplicatiile sale si prin solutiile propuse,
va stimula interesul si preocuparea studentilor pentru gasirea unor rezolvari ingenioase ale
problemelor mai dificile din Rezistenta Materialelor.

Autorii
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1988 — BARAJ

I)  Bara de sectiune circulara constanta, cu diametrul d = 60 mm, este solicitata ca in figura.

Se cunosc: | =0,5 m si 6a = 100 MPa. Se cer:
a) Diagramele de eforturi: (N), (Mj) si (My) 0 @ p P
b) Sarcina capabila: pcap = ? 5 e

(

I1)  Pentru sistemul compus din elemente cu rigiditate
constanta, (El = ct), se cere sa se calculeze deplasarea pe
verticala a punctului de aplicatie al fortei F.

T

I11) Pentru sistemul de rigiditate constanta (EI = ct), din figura se cere sa se traseze diagramele de
eforturi (N) si (M;).

1 1

IVV) Pentru sistemul compus din trei bare articulate, de
aceeasi lungime: { = 1,2 m, se cunosc: A = 80 mm?;
E =2,1-10° MPa si 6a = 150 MPa. Bara (2) este mai scurti
cu A =0,4 mm.

Sa se determine forta maximd admisa dupa montarea
for‘gatﬁ: Fcap:?
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1989

) Pentru grinda din otel cu ca = 150 MPa, se cer:
a) Diagramele de eforturi;
b) Dimensionarea sectiunii: tnec = ?
c) Calculul tensiunilor normale si tangentiale, din punctul (K) al sectiunii (2) stanga.

4t |
pL= 10 kN/m Mo = 25 kNm T -
& @\ :
@ Y V.V VYV VY @ % """ : """ g
20° ) y KA A ﬁ i ,-’; -
F=40KkN p2=15 kN/m
«———————3=3M — 5 «—Db=2m — /
6t
1) Bara cotita spatiala are sectiune circulara constanta. P
Se cunosc: ca-m= 100 MPa; p = 20 kN/m; F = 12 kN si a = 200 mm. F
Y y
Se cer: oD €
a) Diagramele de eforturi: (N), (M) si (My); 2a
b) Sa se dimensioneze sectiunea barei: dnec = ?
a
I11) Sistemul articulat are rigiditate constanta, (EI= const.). N
Se cer: L N\R
a) Ridicarea nedeterminarii; P
b) Diagramele (N), (M)); |
¢) Deplasarea articulatiei (2) pe verticala. (1) -
R @
2R
Y
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1990

1)  Fie grinda de fonta din figura. Se cer:
a) Diagramele de eforturi;

b) Sarcina capabila p = ?; pentru cat = 40 MPa si loacl = 120 MPa.
Se dau: £ =1 m; a=50 mm.

3a
|
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I1)  Pentru bara cotita din otel, din figura, se cer:
a) Diagramele (M), (My);
b) Diametrul sectiunii barei pentru s = 150 MPa.
Se va utiliza teoria a l1-a de rezistenta. F
Se da: F =25 kN; a =200 mm. 3a
D >oF

@o 2a B

@QJ

I11) Pentru cadrul din figura se cer:
a) Ridicarea nedeterminarii statice;

b) Diagrama momentului incovoietor.

AT — -
a p a
a AAA 2 y a
L 2a L\
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1992

I)  Pentru grinda din figura, se cer:
a) Diagramele de eforturi;

D) thec = ?, pentru ca= 30 MPa si 6ac= 90 MPa;
C) Asezarea economica a profilului;
d) Valorile tensiunilor principale si ale directiilor principale din puctul K al sectiunii (2).

Se dau: Mo =20 kNm; p = 30 kN/m. 4t

[
> 7 / -
(1) )
A 2) 2N 5 (@) /
al2 om T ®) =
=
a=4m b=2m - /
)
2t
Il)  Pentru bara spatiala din figura se cer:
a) Diagramele de eforturi: (N), (T), (Mi) si (M); rlz SkN
b) Sa se dimensioneze bal’a, (dlnec, d2nec, d3nec), ‘
daca ca= 100 MPa. ___ M
Se va folosi teoria a I11-a de rezistenta. a .
Sedav:a=1m;b=0,5msic=1,5m.
b
|
Felok W%
I
I
S i
I11) Pentru sistemul cu rigiditatea constanta si incarcarea : |\@ ”
din figura se cer: ” ! ”
a) Diagramele de eforturi; P > : >
b) Deplasarea pe verticala a sectiunii (1). 7132 i 2
> 1 >
> i >
- a ; a
g !
a ! a
1
""""""""""" 77
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1))

1993

Bara de sectiune circular cu d = 40 mm este realizata din otel cu 6a= 100 MPa.
Se cer:
a) Sa se traseze diagramele de eforturi;

b) Sa se calculeze forta maxim admisa, (Fcap= ?), (teoria a V-a).

I
I
S

v m )
[ —— _._._lllr"/.
1 1 3Fd
I F Z|:
) = \W]

d 3d d
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Faza Locala

Pentru bara spatiala din figura se cunosc: F= 1000 N; d =40 mm; ligiss
a=05m; G=0,4E; E=2,1-10° MPa. i
Secer: %m
a) Deplasarea sectiunii (1) pe directia fortei F; 8yH=? a |
b) Deplasarea pe vertical a sectiunii (1): dz),v=? o a
Obs.: Se neglijeaza efectul fortelor N si T. ,
/III a
i a
i F
bo---o---- —>(1)

I11) Pentru bara din figurd se cunosc: F =500 N si b =20 mm.

Se cer:

a) Ridicarea nedeterminarii;

b) Diagramele de eforturi: (N), (T) si (M);
¢) Tensiunea normal maxima: Gmax=?

d) Deplasarea sectiunii (2): 52=?, (El = ct.).
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1994

1)  Pentru grinda din figura se cer:

a) Diagramele de eforturi: (T), (Mi);

b) Asezarea optima pentru ca< cac;

C) Pentru pozitia sectiunii indicate, sa se dimensioneze grinda, (thec= ?),
cunoscand ca= 30 MPa si 6ac= 90 MPa;

d) Sa se calculeze tensiunea t« in sectiunea in care se obtine omax.

4t

Mo=10 KNm _ ]
=30 kN/m
/P

A -
/%;7- 5kNA/777% %
2m 2m Im 1m @ /

]

4t

2t

I1) Cadrul spatial are sectiune circulara constanta. Se cunosc: F = 10 kN; L=0,5m.

Se cer:

a) Diagramele de eforturi: (N), (Mi), (My), (literal);

b) Sa se dimensioneze sectiunea barei, dnec = ?, neglijand influenta fortelor axiale, (N=0),
daca oa= 120 MPa;

c) Sa se calculeze deplasarea sectiunii (2) pe directia fortei 3F.

o . a
I11) Pentru cadrul de rigiditate constanta, EI = constant, 7' a TF
se cere trasarea diagramei momentului incovoietor: (M;). 4
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I)  Pentru sistemul de bare din figura, solicitat axial de fortele 3F si F, avand jocul de montaj
0= 0,4 mm, se cer:

a) Valoarea fortei F pentru anularea jocului 6 sub actiunea celor doua forte;

b) Diagrama fortelor axiale N daca valoarea fortei F, calculata la punctul 1, se dubleaza;
c) Tensiunea maxima din sistemul corespunzator cazului 2 de incarcare.

Se cunosc: A= 300 mm?; E=2-10° MPa(N/mm?); a= 0,4 m.

EA F &8 3F 2EA
) g
N [ S - J{----- e T /
3a a 2a 2a

I1)  Pentru grinda dreapta din figura, avand o articulatie interioara in punctul (B) si sectiunea data,
Se cer:

a) diagramele de eforturi (T) si (M)

b) momentul de inertie fata de axa centrala orizontala

C) sa se dimensioneze cota t daca se cunosc: p = 12 kN/m, ca = 150 MPa, a=0,8 m
d)  tensiunile ok max, Tomax $1 TK max

pa’ /P

2a 3a

B
\
=

I11) Arborele de sectiune circulara constanta transmite puterea P= 80 kW la turatia n= 400
rot/min. Pe circumferintele rotilor (1) si (2), de diametre D1= 280 mm si D2= 400 mm, actioneazd
fortele F1 si respectiv Fo. Daca: greutatile rotilor sunt Gi1= 1 kN si G2= 2 kN, 6,=160 MPa, atunci:

a) Sa se determine valorile fortelor F1 si F2;

b) Sa se traseze diagramele momentelor de torsiune, (M), si de incovoiere, (M;);

C) Sa se determine diametrul necesar, dnec, pentru arbore.



C.C.Teodorescu Faza Locala

. . . . P
Obs. Intre putere, turatie si moment de torsiune exista relatia: M= 9,55-10%- —

n
100 mm ' :
200 mm - :
SRR
Ds D2
_I. _‘ ................ JH P _* - -. . - - I I B At T D
1 N 4
200 mm
GitF1

IV) Pentru sistemul din figura, de rigiditate EI constanta, se cer diagramele de eforturi si calculul
deplasarii articulatiei intermediare pe directia fortei F.

10
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1996

I)  Grinda din figura are incarcarile si dimensiunile indicate. Se cer:
a) Diagramele (T) si (Mi);
b) Dimensionarea sectiunii: thec = ?, pentru ca = 150 MPa;
c) Diagramele tensiunilor: normale, o, si tangentiale, t, pentru sectiunea (B) dreapta.

4t

F=10 kN p = 20kN/m

%

7

2t

2t

4t

)  Pentru bara cu forma si dimensiunile din figura se dau: 6 = 0,05 mm, a = 0,4 m,
6a = 150 MPa, d = 50 mm, E = 2-10° MPa. Se cer:

a) Sa se determine forta maxim admisa: Feap = ?

b) Sa se traseze diagrama fortelor axiale (N).

@ @) ) 0

2d > OF - Jd -

I11) Bara spatiala cu sectiune circulara constantd, cu d = 180 mm, este solicitata ca in figura.

Se cer:
. . . 2F —
a) Sa se traseze diagramele de eforturi: (N), (Mi) si (My); a F=2kN
b) Sa se calculeze tensiunea maxima 2
(cu teoria a ll1-a de rezistenta).
c) Secunosc: F=2kNsia=0,3m.
d
4a |

11
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I)  Pentru bara din figur, se dau: 6a = 150 MPa, E = 2,1-10° MPa.
Se cer:
a) Forta capabila;
b) Deplasarea sectiunii (3), 83 = ?

2A
3F

10F "

300 mm 400 mm 200

Il) Pentru grinda din figura se cer:
a) Diagramele (T) si (M);
b) Dimensionarea sectiunii: tnec = ?, pentru ca = 150 MPa;
) Tensiunea tangentiald maxima: tmax = ?

> . B % %

I11) Bara plana, cu sectiune circulara constanta, (d = 100 mm),
este solicitata de fortele: F = 10 kN s1 3F.

Se cer:

a) diagramele de eforturi: (N), (M) si (My);

b) tensiunea echivalenta maxima dupa
teoria a I11-a de rezistenta: Gech(3)max = ?

F=10 kN
\ a=0,3m

\3F

12
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1998

I)  Pentru grinda simplu rezemata, cu sectiunea constanta realizata din otel cu oa = 150 MPa,
Se cer.

a) Diagramele de eforturi;

b) Dimensionarea sectiunii: anec = ?;

c) Tensiunile principale o1 si o2 din punctul (K) situat in sectiunea (1).

_,Ja ba a
F= 10 kN p=18kN/m  Mo=24kNm 7 <
I
TR mr
P U O > 1m AF-lOkN '
‘ 707 .

2a

7

Il) Bara spatiala cu sectiune circulara constanta este solicitata ca in figura. Se cer:

a) S se traseze diagramele de eforturi;

b) Sa se dimensioneze sectiunea barei, (dnec = ?), utilizand teoria a IlI-a de rezistenta,
pentru ca = 100 MPasia= 0,2 m.

F =20 kN
a
F 2a
> d
3a
I11) Pentru sistemul cu rigiditate constanta, (El = ct), se cer:

a) Ridicarea nedeterminarii;
b) Diagramele de eforturi: (N), (T) si (Mi); I . I
c) Deplasarea sectiunii (1) pe verticala. |

. p 2l p

Vi 77

13
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1999

1)  Pentru grinda cu incarcarea si forma sectiunii prezentate in figura, se cer:
a) Diagramele de eforturi: (N), (T) si (M);
b) Dimensionarea sectiunii pentru 6a= 150 MPa;
) Tensiunile normala si tangentiala in punctul K situat in sectiunea (1);
d) Diagramele tensiunilor (o) si (1), (fara valori) in lungul sectiunii.

p =18 KN/m 6|a
A qo =25 kNm 1
(2)

iy
ey B F=11 kN

05m P 1m S| 2m | 8a

I1)  Pentru bara cotita de sectiune circulara cu diametrul d, din figura de mai jos, se cer:
a) Diagramele de eforturi: (N), (M), (My), (literal);
b) Diametrul barei: dnec = ?, pentru 6a,v = 90 MPa.
Se cunosc: F=4 kN, L =200 mm.

I11) Pentru cadrul de rigiditate constanta din figura, se cer:
a) Rotirea sectiunii (1);
b) Diagramele de eforturi (N) si (M;).

@\ VVVVVVVVVVl ?
2a [ a }V

2a

\ VVVVVVVVVVl

14
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I)  Bararigida orizontala din figura este sustinuta de doua fire de otel.
Se cunosc: E = 2-:10° MPa; d =20 mm; 62 = 150 MPa.
Se cer:
a) Forta maxim admisa: Fcap=7?;
b) Sa se calculeze deplasarea punctului de aplicatie a fortei, 6=?, (in mm).

- e e

1m 1 1

I1)  Grinda simplu rezemata este realizata din fonta, cu cat= 30 MPa si 6ac = 90 MPa.

Se cunosc: p =20 kN/m; F = 60 kN si Mo = 20 kKNm.

Se cer:

a) Dimensionarea sectiunii grinzii: tnec = ?

b) Sa se traseze diagramele tensiunilor: normale (o) si tangentiale (t), cu valori numerice,
pentru sectiunea (3) dreapta. t

N
7

&
<

©)
'Sk

R

im 2m

2t

4t

I11) Cadrul plan din figura, este de sectiune circulara constanta, cu diametrul d.
Cunoscand: G=0,4 E = 2/5E, se cer:
a) Deplasarea pe verticala a sectiunii (1): dq),v;
b) Deplasarea sectiunii (2) pe directia fortei 2F: 52 h.

15
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2002

1) Pentru sistemul de bare articulate din figura, (KBC — rigida) se cere:

a) Forta capabila: F=?, pentru 6a = 150 MP4;

b) Deplasarea pe orizontala a punctului K.

Se cunosc: Tirantii (1) si (2) sunt de sectiune circulara, cu: di= d>= 20 mm;
L=1m;a=0,5m; E=2-10°MPa. 151

<< .
- >

® 7

(O

A Ve &
"4

F=?

© | ©

Q[ /[N R A
<<§\ a a @

< > | .
< o> < >

,. Y
I1)  Pentru grinda cu incarcarea si forma sectiunii din figura, se cer : '

a) Dimensiunea “a” pentru ca= 150 MPa;

b) Diagrama (o) si (t), (fara valori) pentru sectiunea “(3)”

) Tensiunea maxima din punctul K situat in sectiunea (3): Tmaxk,@) = ?

2a 4a 2a

p =40 kN/m

2a

Mo = 20 kNm F= 30 kN %f’,ﬁ,{fg;j«dﬁ

© o 3 »4 ol

2m 3m im

6a

10a

I11) Pentru bara cotita de sectiune circulara din figura,

se cere sa se calculeze deplasarea pe verticala a sectiunii (1).
in calcule se va tine seama numai de momentele M si M.
Se considera: G =0,4 E.

16



C.C.Teodorescu Faza Locala

2003

1)  Pentru grinda cu forma sectiunii si incarcarea din figura se cer:
a) Sa se traseze diagramele de eforturi: (T) si (M;);
b) Sa se dimensioneze grinda, (Snec =?), dacd cat=30 MPa si 6ac= 90 MPa;
c) Tensiunea normala si cea tangentiala in punctul (K) situat in sectiunea (2).

43

p = 24 kN/m Mo=12 KNm

.

N
m

‘ K

a0

' 65

0 VA =
3m Ql Zm@ é

25

I1)  Pentru cadrul din figura, alcatuit din bare circulare cu diametrul d = 60 mm, se cer:
a) Diagramele de eforturi: (N), (Mi) (My), (literal);
b) Forta capabila: Fcap= ?, daca ca= 100 MPa

si se utilizeaza teoria a Ill-a de rezistenta.
Se da: a=200 mm.

I11) Pentru cadrul de rigiditate constanta (EI = ct.) din figura se cer: P
a) Rotirea sectiunii (1), g1 =7 HHHHJ/
b) Deplasarea pe verticald a sectiunii (1), 81 = ? a
¢) Diagrama momentului incovoietor (M;).
Obs. Calculul se face literal. 2a 2a

17
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1)  Pentru grinda cu forma sectiunii si incarcarea din figura se cer:
a) Sa se traseze diagramele de eforturi: (T) si (M));
b) Sa se dimensioneze grinda, (tnec = ?), daca ca=150 MPa, p = 10 kN/m,
Mo =40 kNm si F= 20 kN;
Cc) Sa se traseze diagramele (o) in sectiunea in care M; are valoare maxima,
d) Sa se calculeze tensiunea Tk max.

at |

Y

p MO <

=, % «

__ B

’ '8t

N
< >

ot

&

am 2m m

€69

I1) Bara de sectiune constanta din figura este solicitata de sarcinile “p” si F= 2pa. Se cer:
a) Diagramele de eforturi: (N) si (M), (literal);
b) Sarcina capabila (pcap = ?) pentru cat= 30 MPa si 6ac = 90 MPa;
c) Diagrama tensiunilor normale (o) in sectiunea cea mai solicitata,
pentru valoarea sarcinii p calculate la punctul b).
Dimensiunile indicate pe desen sunt in mm.

2pa 100
¢F
I11) Pentru sistemul static nedeterminat, de rigiditate constanta, 2 2 E
(El = ct.), din figura, se cer: El @

a) Sa se ridice nedeterminarea;
b) Sa se calculeze deplasarea in reazemul (1).

et 2.

18
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I)  Pentru grinda articulata din figura, se cunosc: ca = 150 MPa, p = 20 KN/m, F = 12 kN,
Mo = 12 KNm.

Se cer:

a) Diagrame de eforturi;

b) Dimensionarea sectiunii; (t=?)

C) ok in sectiunea (3); Diagrama (t), (cu valori), pentru sectiunea unde

tensiunea t ia valoarea maxima. 8t

&

>
>

@ TF @u / NN %/////
1m | 1m

2a

; K

I1) Bara din figurd, cu rigiditate constantd pe doud tronsoane este realizata mai scurta
cu: 8 = 0,2 mm. Daci se cunosc: A= 2000 mm?si E = 2-10° N/mm? (MPa), se cer:

a) Valoarea fortei F pentru care capatul barei atinge peretele rigid;

b) Tensiunea maxima la incarcarea barei cu o forta de doud ori mai mare fata de cea calculata
la punctul anterior (2F).

12t

3m

ot

2
/( ) /A /F
. / ________________ = ‘_ ....... _._Q_._ —
1)
Im 0,5m 0,5m
>
I11) Sedau: di1 =60 mm, d> =80 mm si G = 8-10* MPa. Se cer:
a) Sa se determine momentul capabil ( Mo = ?) daca 1. = 80 MPa;
b) Sa se determine rotirea sectiunii 2 (2 = ?).
2Mo
M
do /\ ’ di
{ /
/ () A
0,8m 0,6m 0,4m

19
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2006

)  Pentru grinda simplu rezemata din figura se cer:
a) Diagramele de eforturi: (T) si (Mi);
b) Sa se determine sarcina capabila: peap = ?
C) Sa se calculeze tensiunile ok si Tk, in sectiunea (1).
Se dau: 1= 1m, 64 = 150 MPa.

N
&
40

Mo=pl? P F=pl <

¥ @; lll!l!llll!ﬂllll!ll (8) V@
f
A | @ 41 | -I—

\x
120

I1) Pentru bara spatiala, de rigiditate constanta, se cer:

a) Diagramele de eforturi: (N), (T), (Mj) si (My), (literal);

b) Diametrul sectiunii d, pentru o, = 160 MPa.

Forta F este aplicata in sectiunea (1) si este orientata pe
directia axei tronsonului (1 — 2).

3a

I11) Pentru sistemul static nedeterminat din figura se cer:

a) Ridicarea nedeterminarii; B
b) Diagramele de eforturi: (N), (T) si (Mi); | o
c) Deplasarea sectiunii (1): 61 = ? a

2a

2El

N O
)

20

2a
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2007

I)  Pentru grinda din figura, realizata din fonta, se cer:
a) Diagramele cotate ale eforturilor : (N), (T) si (Mi);
b) Dimensionarea sectiunii (anec = ?) daca: cat = 60 MPa si Ioacl = 120 MPa;
c) Tensiunea normal ¢ in punctul K din sectiunea (B);
d) Diagrama tensiunii tangentiale, cu valori in sectiunea unde aceasta are valoare maxima.

4a

F =120 kN P =60 kN/m
\(M\o:‘ 30 kNm \ m
30°
(a) (8) @ ©

Y e £
2m 4m 7 2m
| <
A a A
I1)  Pentru bara cotita de sectiune circulara, cu diametrul d = 40 mm, din figura, se cer:
a) Diagramele de eforturi: (N), (M;), (M), (literal);
b) Sarcina capabila (pcap =?) pentru ca = 100 MPa;
Se cunoaste a = 200 mm. La nevoie se va utilizeze teoria a I1l-a de rezistenta.
Z
Sy
}U’ &
L a pa

a

- 2pa

\

I11) Pentru sistemul static nedeterminat, se cer: F=pa Q
a) Ridicarea nedeterminarii; o’
. . |~ El p M, = P_
b) Diagramele de eforturi; a \ 0= 5
c) Deplasarea pe verticala a sectiunii (3): dv,3) = ? (2) N
S a 3) a @

261 — | 2a

21
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2008

)  Pentru grinda simplu rezemata, cu sectiunea constanta din figura, se cer:
a) Diagramele de eforturi;
b) Dimensionarea sectiunii, (thec = ?), pentru 6at = 60 MPa si 6ac = 90 MPa;
c) Diagrama de variatie a tensiunilor: normale (o) in sectiunea periculoasa,
si calculul tensiunii tangentiale maxime: tmax = ?
Secunosc:p=2KkN/m;a=1m.

2p

|
I
Mo = 3pa? |
| /5 !
l YVYVYVYYVYVYVYYY l 10t
= 3t
a F=pa 2a —f

\ \ 5t !

8t

I1)  Pentru bara confectionata din otel, din figura, se cer:
a) Diagramele de eforturi (N) si (Mj);
b) Sarcina capabila (p=?) pentru ca = 150 MPa;
c) Diagrama de variatie a tensiunii normale ¢ din sectiunea periculoasa (cu valori numerice).

A
L1 N
,.'\L'y’ . 2
! ;
p ,,/’ 1 |
X : !
o
Y- | [
20 : /,J-———!-—-—7
40 - o /
60 90 2=400
-7
80 -

6pa

I11) Se considera sistemul de bare de rigiditate constanta EA, articulare. Bara din mijloc este mai
scurti cu 8 =5-10%*-a. Se da: E = 2-10° MPa, o= 30°. Se cer:

a) Sa se calculeze tensiunile din bare la montarea fortata a sistemului (61", 627, 63");

b) Dupa montarea fortata sistemul se incarca cu o forta F= 50 kN in articulatia comuna, forta
orientata vertical. Diametrul barelor in acest caz este d = 20 mm. Sa se calculeze tensiunile datorate
doar actiunii fortei F (o1, 62, 63);

) Sa se calculeze tensiunile totale 61, 62, 03 ludnd in considerare atat defectul de montaj, cat
si Incdrcarea cu forta F.
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1)  Pentru grinda de sectiune constanta din figura se cer:

a) Sa se traseze diagramele de eforturi;

b) Sa se dimensioneze sectiunea, tnec= ?, daca oa= 60 MPa si 6ac= 90 MPa;

C) Sa se determine tensiunea normald maxima, (okmax), $i tensiunea tangentiala maxima
(tk,max), din punctul K precizat pe sectiune.

Mo= 3pa? & .
p =12 kN/m /'K ! /
| L 7
TF S 2a 4a a= O,Gﬁ ? I %
! | | /}//

1
12t

I1) Bara de sectiune dreptunghiulara constanta din figura este din otel cu rezistenta admisibila
ca= 120 MPa. Se cer:

a) Sa se traseze diagramele de eforturi: (N), (Mi);

b) Sa se determine valoarea fortei F, (Feap = ?), daca a =160 mm;

C) Sa se traseze diagrama de variatie a tensiunilor normale din sectiunea periculoasa.

6a 2a
2 Fi=F
Za/ \ 4 ‘/(Z)I
— 7] g
— = ‘/‘/i
= > —> 6F

I11) Pentru cadrul de rigiditate constanta pe tronsoane, se cer:
a) sa se traseze diagramele de eforturi: (N), (T) si (Mi);
b) sa se calculeze rotirea sectiunii (2).

m
N
©

>
©)

STT777
2a
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1)  Pentru grinda din otel cu sectiunea si dimensiunile indicate in figura de mai jos se cer:
a) diagramele de eforturt;
b) dimensionarea sectiunii grinzii (t = ?);
C) tensiunile principale si directile lor in punctul (K) din sectiunea (C)dreapta
d) deplasarea pe verticala a articulatiei (B).

Se dau: a=0,8 m; p = 20 kN/m, ca = 150 MPa, E = 2,1-10° MPa K i ot
0 pa? 23w - (N
1® A ® b
STV
a 2a a
I
I1)  Pentru sistemul static din figura, la care Mo = F-a,
se cere trasarea diagramelor de eforturi si calculul Mo
deplasarii punctului de aplicatie al fortei F a > a
din partea stinga.
© ©
4 S I
2 YF \F N

1) Se da sistemul de bare din figura si se cer:

a) Sa se determine valoarea fortei F care anuleaza jocul 6= 0,1 mm;

b) Sa se calculeze tensiunile din sectiunile barelor pentru o forta de doua ori mai mare decat
cea care anuleaza jocul;

C) Sa se determine variatia de temperatura la care trebuie supus sistemul, incarcat doar cu
forta F, astfel ca tensiunea maxima de tractiune sa fie egala cu modulul celei de compresiune.

Se dau: A =300 mm?; E =2,1-10° MPa; & = 1,2:10° 1/°C; a = 0,4 m.

EA _ 8 E,2A
\ \.
s A LI - F{—r --------------- P
a a

IV) Se da bara dreapta de sectiune inelara din figura, cu D=2d.

Cunoscand F = 4 kN si ca= 100 MPa se cere:

a) sa se traseze diagramele de eforturi,
(literal);

b) sa se dimensioneze bara utilizand
teoria tensiunilor tangentiale maxime.
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1)  Pentru sistemul de bare din figura, de rigiditate EI = constanta, (4) <
se cere ridicarea nedeterminarii si trasarea diagramelor de eforturi.

I1) Bara cotitd plana, din otel, de sectiune inelara cu d = 0,8D, este solicitatd de sarcinile
F = 8 kN si Mo. Cunoscand rezistenta admisibila a materialului, 6a=160 MPa, se cer:
a) Trasarea diagramelor de eforturi;
b) Dimensionarea barei, dnec=?, utilizand teoria tensiunilor tangentiale maxime, (teoria a-3-a);
C) Si se calculeze sigeata sectiunii, (5), in care este aplicat Mo, (G = 0,4E = 8-10* MPa).

o Djf‘MO Ly
: SR B w

a=0,6m _ | 15a 15a !

— @ © ®

I11) Sistemul de bare articulate din figura de mai jos are
o inexactitate de executie 6 = 0,2 mm, (bara (2) este mai scurta).

Cunoscand: d = 40 mm, | = 600 mm?, Eo = 2-10° MPa,
Eai=1-10° MPa, aa= 1,8<10° 1/°C, se cer:

a) Eforturile din tiranti dupa montarea fortata, (fara F);

b) Tensiunile din tiranti dupa aplicarea (in articulatia
comunad) unei forte F = 20 kN;

c) Tensiunea din bara de Al dupa incalzirea acesteia
cu AB = 20 °C, (se tine cont atat de montarea forfata cat
si de forta F).

IVV) Pentru grinda de sectiune constanta din figura se cer:

a) Diagramele de eforturi cotate;

b) Sa se determine sarcina capabila, (p = ?), dacd 6a=50 MPa si 6,c=80 MPa;

C) Sa se traseze diagramele tensiunilor normale si tangentiale pentru sectiunea din capatul
din stanga al grinzii, (1);

d) Pentru punctul (K) al aceleasi sectiuni sia se determine tensiunile principale

si directiile principale. 110 |

o
2paZ — > -2 y
@ / NNV NVNNNNAANANANAAANNNNAAN
o
3pa 2pa @ ~
| a 3a | a=1m $§
| ™ % =
— 20 20 le—
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1)  Pentru grinda de sectiune constanta confectionata din fonta, cu rezistentele admisibile:
cat= 50 MPa si 6ac= 90 MPa, reprezentata in figura se cer:

a) Trasarea diagramelor de eforturi: (T) si (M));

b) Dimensionarea sectiunii grinzii, (tnec = ?);

c) Diagramele tensiunilor normale si tangentiale in sectiunea (B) dreapta;

d) Tensiunile principale si directiile principale ale acestora, 145
din punctul K al sectiunii (B) dreapta.

Se dau : F=30 kN, p=30 kN/m si Mo=30 KNm.
. 7

F P :

LR

AN
DI

128

AAAAD AAAAAAAAAAASKAAAAAAAAA

A (8)

1m 2m 2m

26 26

I1) O bari cu sectiunea variabila este incastrata in peretele (4).

Intre peretele (1) si bara exista un spatiu & = 0,2 mm. Bara este construita din doua materiale.

Se cer: 8 E1,Av0 Es Anco

a) Sa se traseze diagrama fortelor axiale |
si sa se calculeze tensiunile din fiecare troson; *

b) Si se determine tensiunile finale din bari N D e — ;-
daca temperatura scade cu A9 = 10°C.

Se dau: F = 80 kN; a = 0,4 m; A,=2A;=2A=800mm?;

E1=2E>= 2x10° MPq; 02= 2 a1=2,4x10" 1/°C. @ @ @ @

I11) Pentru cadrul din figura, confectionat din bare de rigiditate @ @
constanta, (EIl), se cere:
a) Ridicarea nedeterminarii, @
b) Trasarea diagramelor de eforturi @
c) Calculul depasarii pe verticala in sectiunea articulatiei

(3), 8. @ bF

IV) Arborele de sectiune circulara constanta transmite puterea P = 80 kW la turatia
n = 800 rot/min. Pe circumferintele rotilor (1) si (2), de diametre D1 = 240 mm si D2 =400 mm,
actioneaza fortele F1 si respectiv Fo.

Daca: greutatile rotilor sunt G1 =1 kN si G2=2 kN, 6a=160 MPa, atunci:

a) Sa se determine valorile fortelor F1 si Fo;

b) Sa se traseze diagramele momentelor de torsiune, (M), si de incovoiere, (Mi);

€) Sa se determine diametrul necesar, dnec, pentru arbore.

Obs. Intre putere, turatie si momentul de torsiune exista relatia: M= 9,55-10%-P/n.

I~
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1)  Pentru grinda de sectiune constanta din figura se cer:
a) Diagramele de eforturi cotate;
b) Sa se determine sarcina capabila, (p = ?), daca 06a=160 MPa;
c) Sa se calculeze tensiunile normale si tangentiale din punctual (K) al sectiunii din dreptul
reazemului mobil, 12
d) Pentru punctul (K) al aceleasi sectiuni sa se determine
tensiunile principale si directiile principale.

P pa’ (K]

YYYYYVVYVYVYVYVYYVYVY A(VVVVVV K

"5/ AAAAAAA ~ 2P

2a a a=1m

o

18

30

160

T

INeE

N
o
o

I1) Bara de mare rigiditate BCD trebuie sustinutd in pozitie orizontald de tirantii (1), din
aluminiu, si (2), din otel, ambii cu sectiune circulara cu
diametrul d = 20 mm. Tirantul (2) are o inexactitate de _ b
executie 6 = 0,2 mm, (bara (2) este mai scurta). Al
Cunoscand: Eor = 2,1-10° MPa, Ea= 0,7-10° MPa, ST [ED I
aa = 1,8x107° 1/°C, se cer:
a) Eforturile din tiranti dupid montarea fortati, ZpF AARAT * AARER %i’@
(fara sarcina p); B c a 9_6®
b) Tensiunile din tiranti dupa aplicarea, sarcinii w
p =20 KN/m;
c) Tensiunea din bara de Al dupa incalzirea -1
acesteia cu A6 = 20 °C, (se tine cont atat de montarea o
fortata cat si de sarcina p.

ol

I11) Bara cotita plana, din otel, de sectiune circulara cu diametrul d, este solicitatd de sarcinile
F =2 kN, 2F si momentul 10 Fd.
Cunoscand rezistenta admisibila a materialului, ca = 140 MPa, se cer: @
a) Trasarea diagramelor de eforturi;
b) Dimensionarea barei, dnec = ?

utilizand teoria tensiunilor tangentiale maxime, F 1ord
(teoria a-3-a); l 10d
) Sa se calculeze sageata sectiunii, (3), @
in care este aplicat momentul, /ﬁ @
(G = 0,4E = 8-10* MPa).
2P ey @
IV) Pentru sistemul de bare din figura, se cere sa se calculeze: 4% 3 =5
a) deplasarea totala a sectiunii sectiunii (1), d1, —'@>
b) rotirea sectiunii (3), @3, in planul barei. %) El
Obs. Rigiditatea barei este constanta pe intervale. 0 N
=
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1)  Pentru grinda cu incarcarea si forma sectiunii transversale din figura, se cer:

a) Diagramele de eforturi; !
b) Dimensiunea t a sectiunii transversale pentru 6a=150 MPa; % e &
c) Tensiunile o si T in punctual (K) situate in sectiunea (C). a5 -
Se cunosc: p =20 kKN/m;a=1m. ! =

2p

» o < K
P B D) M= pa? K -

IYY VYV VY \?()/A YYYY TYYYIYY ‘éQ P QT ;

I1) Bara cotitda de sectiune inelara constanta, din figura, este incastrata in (1) si incarcata cu
sarcinile indicate.

Se cunosc: raportul intre diametre: d/D = 0,8;
D =120 mm; a = 0,6 m; ca = 150 MPa.

Se cer:

a) Diagramele de eforturi: (N), (T) si (Mi);

b) Sa se determine sarcina capabila: peap = ?,

(nu se tine seama de T); D

c) Sase calculeze deplasarea pe verticala
a sectiunii (3), 63 = ?. a d

Se di: E=2-10° MPa; G = 0,8-10° MPa. pa
I11) Pentru sistemul din figura se cer: 15a IF

a) forta necesara pentru consumarea jocului de 4
montaj, 6= 0,1 mm,;

b) dupa anularea jocului se aplica in (K) ©ObA AL2A O( """"""""""""" 0
sarcina 2F. S@ se calculeze tensiunile din cei doi 4 o
cilindrii, (unul din otel si cel exterior din aluminiu); Z -

¢) In conditiile punctului b) si se determine 2 """""""""""""""
deplasarea sectiunii (K). Z

Se dau: Eo. = 3EaL = 21-10* MPa;

A =400 mm?; a =200 mm. . L
IV) Pentru sistemul din figura, M
cu rigiditatea EI = constantd, se cer: Moo o0y 4

a) Sa se ridice nedeterminarea; ";

b) Diagramele de eforturi: (N) si (M;); .

c) Deplasarea pe verticala a sectiunii (K). a ! a

A
(K]
I |2a
60° : 60°
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1)  Se da grinda metalica rezemata si incarcata ca in figura. Se cer:
a) Trasarea diagramelor de eforturi, (T) si (Mi);
b) Dimensionarea sectiunii transversale, (Cnec = ?);

c) Valoarea tensiunii tangentiale t in punctul K al sectiunii (A);

Se cunosc: 6a= 150 MPa; a=1m; F =8 kN.

@)

F

Fa

2)

o,

a

~

PN

=\

4a

@)

12¢

Faza Locala

I1)  Se da sistemul de bare articulate din figura pentru care se cer:

a) Eforturile din bare dupa montajul fortat, (in lipsa fortei F);
b) Dupa montajul fortat se aplica forta F ca in figura. Sa se calculeze tensiunile maxime din

otel si aluminiu.

Sedau: 8 =0,2mm;a=2m; a=30%Eo =2,1-10° MPa; Ea = 0,7-10° MPa; d = 50 mm;

D=100 mm; F= 120 kN.

I11) Pentru bara de otel din figurd, cu

constantd cu diametru d, se cere:
a) Sa se traseze diagramele de eforturi;
b) Sa se calculeze sarcina capabild “p”, dupa teoria
tensiunii tangentiale maxime, (teoria a-111-a);

Se neglijeaza efectul fortei taietoare.

sectiune circulara

Seda: d=60mm; a=1m; ca=120 MPa.

IV) Pentru sistemulul din figura, avand EI = constant, se cer:
a) Trasarea diagramelor de eforturi: (N), (T) si (Mi);
b) Rotirea sectiunii (4);
c) Depasarea pe verticald a punctului (3), da.
Obs. El = modulul de rigiditate la incovoiere.

29

Bara: (1)

1A-OL

Barelg: 2), (3
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1)  Pentru grinda de sectiune constanta din figura se cer:

a) Sa se traseze diagramele de eforturi;

b) Sa se dimensioneze sectiunea, tnec=?, daca ca= 150 MPa;

) Sa se traseze diagramele de variatie ale tensiunilor (o) si (1) pentru sectiunea (4), (ca forma
si cu precizarea semnelor), si sd se calculeze doar valorile maxime ale tensiunilor din punctul K
precizat pe sectiune. 12t

2a a

®
o)
AN
/1
12t
T

2t
]
3t

8t

I1) Bara rigida orizontala din figura este sustinuta de doi tiranti: (1) din otel si (2) avand sectiune
compusa din cupru si otel, cu dimensiunile din figurd. Bara (1) este realizatd mai scurtd cu
d=0,4 mm.

Se cer:

a) Tensiunile din materialele barelor datorate
doar asamblarii fortate;

b) Tensiunile din bare dupa aplicarea fortei
F =40 kN, in sectiunea indicata in figura, (se ia in
calcul si efectul asamblarii fortate);

c) Sa se determine eforturile care apar in
materialele care compun bara (2) dupa incalzirea
barei (1) cu A6 = 30 °C.

Se cunosc: d = 20 mm; Eo = 2-10° MPg;
Ecu = 10° MPa; ool = 12-10° grad™.

4

1) Cadrul plan din figurd, are sectiune circulara constanta, cu diametrul d = 80 mm, si este
solicitat de o fortd F perpendiculara pe planul cadrului.

Se cer:

a) Diagramele de eforturi cotate;

b) Sa se determine forta capabila: Feap = ?, dacd ca= 150 MPa, (cu teoria a-3-a de rezistenta);

) Sa se calculeze deplasarea pe verticala a sectiunii (2): d2v= ? si rotirea sectiunii (3) in jurul
axei tronsonului (3) - (4): @3 =?. Deplasarile se vor calcula literal.

Se cunosc: G =0,4-E=2/5E. @

1m

3a

t
9
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1)  Pentru grinda din figurd se dau: £ = 0,2 m, g = 4 kN/m, F = 2q€, Mo = 6q{?. Se cer:
a) Diagrame de eforturi cotate, (T) si (Mi);
b) Dimensionarea sectiunii transversale, pentru a = 150 MPa;
C) Sa se calculeze tensiunea tmax pentru sectiunea (A) dreapta.

. 2a 2a
5 o
Mo q sl 14 ---- .- N
2l -
) _Y -
T 20 T 3¢ T 2t 0
F b 1 1 ©
Lo
I1)  Pentru cadrul din figura, cu EI = ct., se cer:
a) Sa se determine reactiunile;
b) Sa se traseze diagramele de eforturi;
C) Sa se calculeze deplasarea pe verticala a sectiunii (3);
d) Sa se calculeze deplasarea reazemului (5).
a

NAR FYVYVYVVVYVVYVVVYVVVVYVVVVYVVVYVYVVYVVYVY)

3t (2) g (3

<

I11) Se dau: € = 0,5 m; & = 0,5 mm; Acy = 3-Ao; EoL = 2:10° MPa; aoi = 12:10° 1/°C;
AoL = 600 mm?; Ecu=2/3 Eor; ocu = 3/2 aor.

Se cer:

a) Forta necesara anularii jocului 9;

b) Tensiunile din bara pentru o fortd dubla fata de cea determinata anterior;

C) Sa se determine variatia de temperatura pentru care in zona mediana, in conditiile
punctului b), tensiunea in bara de otel devine nula.

Obs. Pe portiunile din cele doua capete ale barei, cele doua materiale sunt solidare.

Cu, Acy, 5 Cu, Acy,

—
g

T
i

=
bty

i

T
i
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o
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B
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o

thets

e
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o,
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IV) Pentru structura din figura, (barele 1-2 si 2-3 sunt in plan orizontal), se dau: Fi= p-a;
F,= 30 p-a; E = 2-10° MPa; G = 8-10* MPa; a = 0,25 m; d = 80 mm; o = 160 MPa.

Se cer:

a) Diagrame de eforturi sectionale;

b) Sa se determine sarcina capabila, utilizand teorria a-l11-a de rezistenta;

) Sa se calculeze rotirea sectiunii (K) in jurul axei tronsonului (3)-(4).

2a

3a
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Locala 1988 BARAJ

2pl

L :
2
2pt

p

2pt 6p(2

zpf ~ 7W
/

Vg 2pl2

Sectiunea cea mai solicitata este incastrarea. In aceea sectiune se iau in calcul eforturile:

N = 0; M; = 2V5pa?; M, = 6pa?; = M echairy = paV20 + 30 = 7,4833 pa® = 1,870829 p
1,870829p-32 _

=> Oech(ii) = 603 100 =>
LI PP i
Peap = 3571870829 " mm

®
P

I1) Deplasarile sectiunilor ( C ) si (C’) trebuie sa fie
identice:

Sv,(C) = Sv,(C’) *
Cele doua deplasari se vor exprima in functie f

X

de X si va rezulta valoarea lui X. R=(/2
Se noteaza (=2R.
Grinda (A-B) este static nedeterminata.
Sistemul echivalent pentru incarcarea simetrica este:
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4 l(F-X)/z ;I l1

Ap=0611 X, =0=>X, = ——;
811
EIl - Aloz (F - .X) - RZ,

(F — X)R
EI-511=2R; zXlz—Z
EIl , 4 , (F — X)R3
8o =~ |(F = X)R* 2R = (F = X)R* - R| = ————

Inelul cu raza R este un sistem static nederminat interior (contur inchis) care prezinta dubla

simetrie.
Moy(@)
X
Xl Xl X/2 X/2
AN\
X 1

X
My (@) = 3 R(1—cosp); mi(p)=1

s

2
X-R XR? 1 )
EIA1o=j—(1—COS¢)'1'Rd¢= 5 (E—l)=0,2854R X
0

2
Vs
2z
Vs
Elp,; = f 12-Rdyp = ER =1,5708 R; > X; = —0,1817R- X
0

LA n
2 ZX 3 2 2 3 R®
Op(en = E fER 1 — cospl“de — f0,1817R X (1—cosp)de =0, 22316W
0 0
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2xR311 /31 i XR3
S(ery = —(— - 2) —0,1817 (E - 1)] =0,22316 ——

El 12\ 4 El
Egaland cele doua deplasari =>
(F — X)R3 XR3
T 0’22316W =>F—-X=0,6695X=>F =1,6695X =>

X = 0,59898F = 0,6F
Deplasarea pe verticala a sectiunii (C) se obtine prin introducerea valoarii lui X (= 0,6 F) in
una din cele doua deplasari calculate anterior:
1 R3 0,4FR3 FR3

6v(c) = E?(F - 0,6F) = 3E] = 0,1(3)ﬁ

1)
Sistemul real este simetric cu incarcare antisimetrica si ca urmare (SE) se poate alege ca fiind
cel de mai jos, (gradul de nedeterminare fiind "1")
Asg
A10 + 611X1 == O => X1 - -
611
Se vede ca diagramele N si M; sunt antisimetrice iar diagrama T este simetrica.

; A10= O; => X1 =0

my (@)

\ 4

FR

FR

?FR

FR i FR
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V)

N

1
% N1

AIO + 511X1 = 5 = 0,4‘ mm

1
E;
V3 1
n11=7; ny, =1; n31=5;
le_xE \/§F_1_1l V3F?
2 22
£, 3 117 15¢
=2 P45+ 57 e
5§ Ay O04-EA-8 +3F
~ T ¢15 15
3 = N? + ny, - [2986, (6) — gF]

V3
X, =2986,(6) — o F & N, = 2986,(6) == F; My

15
V3
; Ny =0,4F + 2586,53; N3 = 0,92376F — 1493,3(3)

1
N; = N9 — E(2986, (6) — EF

o F o
N =0; N)=F-sin30°=—=; ny;=1; N)=F-cos30° =—F; ny, =

~ BEA

~2986,6(6) V3 F
Ficap = 23534 [N]; Fyeqp = din: 80 T 15 g0~ 1502 Facap = 78,058[N];
Facap = 27597[N]

F.qp = min (23534;78058; 27597) = 23534 N
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Locala 1989

)
34,64
[lkN] | 125 0945 .
@ K Vil & P/ a0
2 2/3, 2
(—)i <= 20 4 - - o o
20 : ! fe] S \ —— 43
(e SO Sl
.wum“luyf. A é§ -/ LAL7 45
; 10 113,3(3) K —j
10 _ 1:/\
g, = o Cas
15
20 !
4 L, 3 L, 3
Ve =356 I = 21067t Wypmin = g7 = 46815 £% Wy = 327 = 60,191 ¢
_ , _20-10°
Din (M;) = M;max = 20 kNm = 46,815t = BT thec = 14,175 mm =t = 14,2
Yk =15t= o'y =—375MPa; by =2t S,k =34t>> 13, = —4,016 MPa;
)
0,4
AN
12 ﬁ# 12 1,6 A
12 0,4 4,8
12 M ) # [ 77
/ / 0,4
Al Ty =
16 48
(kN-m]

[kN]

Dimensionarea se face impunandu-se conditia de rezistenta in sectiunea cea mai solicitata: (5).

()

[kN-m]

PRIV
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Se obtine:
Mi,(S) =4/ 102 + 1,62 = 10,127;
M ecn(s) = /Mf(s) + M? = 11,207 kNm =>
3/32-11,207 - 10°
dpec = 100 = 104,5mm = d.r = 105 mm
Se verifica apoi tinand cont si de N = -4 kKN:
_H0 A se2 Mpa;
N = 1052 @
10,1272 - 10° - 32
OM; = —105° = 89,11 MPa; = o, =89,571 MPa
4,8-10°-16
Tmax = W = 21,12 MPa
= Opcn(z) = /atz + 412 = 99,03 MPa < 0, = 100 MPa
1)
___________ 777774
i X;
P 'O2R J X,
@\ YYYYYY 9

R X
v |
. (s

= =N ANNANNE

Conditia ca sistemul real (SR), dublu static nedeterminat, sa fie echivalent cu cel static
determinat (SE), este:
AIO + 511X1 + 512X2 =0 §l AZO + 621X1 + 522X2 =0

ma(p) = 1 2R(1 — cos @)
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R3® 3R 9
E1A10=_pT'T—pR3'R=—§pR4; E1A20=—pR3'R=—pR4
R? 2R 7 7
El6,, = >3 + 2R%-R +f 8R3sinpde = (§ + 27[) R3 = 8,6165 R3
0

z 8 (3m
8R3(1 — cosp)? = [§ +8 (— — 2)] R3®=5,516R3

EIS,, = 2R? 4R+f
22 = 3 )

0
/2

EIS;, = EIS,; = 2R?>-R + f 2Rsing - 2R(1 — cos@) - 2Rdp =6 R3
0

=> 8,6165X, + 6X, = 1,125pR => X, = 0,018 pR
6X, + 5,676X, = pR X, = 0,162 pR
, 0,018 .
T(p) = —0,018pRcosp — 0,162pRsing = tge, = — 0.162 =—-0,11(1) = ¢, = —6,34[°]
/i
M;(¢) = 0,018pR - 2Rsing +0,162pR - 2R(1 ~ cos); Dacdp =0=>0; ¢ =
= ! pR33R+ R3R R20018 RZR 2R%0,018pR R — 2R? 0,162pR R
v2=g\Tg 47 TP 2 oPRg 0P 0P
pR*
61,’2 = 0'759E
1R P
0,162pR ﬂmg
0,018pR @
AN\

0,018pR

0,162pR 0,36pR?

0,163pR

0,982 pR 0,482pR?
Al .
—— ! /
— 0,018 pR 0,000162 pR?
———  o0162R = @ @
0,982pR —0,162 pR
o 0,158pR?
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Locala 1990

)
4 I4
2pe? 2P
Vp> @ / ; Ip : 3a
2t Y v @
pa @ A !
L 30
5p? !
3 3 !
7 n
_ —A 4 o !
\ L !
A@ i
1 ! Gat
2 p£2 WZmin
3pl
4,5 pt?
8
_ 2_
3 P¢
7 4
Va = gpf’: Vg — gpf’: yc =25a; I, =85a% Wy =34a% W, =56(6)a%
6 4,5-103
Mimax =4,5-p-10° = Wz,min,ef' Oat; = Pcap = m =0,03 %
i)
@ 3Fa
F
® =4 B (W)
2F 7 / !
F / 4Fa
/ 11 7 4Fa i /{
// %}F F & 2F | ‘/y
- ’F = 2Fa
2 AN T
|
2Fa

4Fa

Sectiunea periculoasa este: (4):

M; = Fav36 + 9 = V45 Fa;
Ml’,ech(3) =FavVv45+ 16 = V61l Fa;
m-djec V61-Fa

\Y -
znec 32 150

40
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3132 -4/61-25-103 - 200
= dpec = \/ 1501 = 138,41 mm

= dor =139 mm

1

<& < -

Y ¥ ¥ VYV _V Y
A
X1

3 3 pa®
2 Pe

Yzza

pa - pa
| 3 iinees
v 2P
st AT 1o
.1.{.;;‘.1’:, . —— 2 .;; ot
(m) ‘ () g
= p""...'
A 1 :
) £ 7i i 1
1 S ; L
:1 = —
1 1
FI6n=2-% 2a+at-a=2a
11 = > 3(1 a“-a= 3(1 ;
El6y,=224a-1=
2=73 4T3
—a2
EI 612 = EI 621 = T
5 a? 7
§a3 Xi1——> X = Epa4:
a? 4 pa3
- X1 +§aX2 == 20a X, — 6X, = 7pa?; si —3aX; +8X, = pa?

31
= X, = Hpa = 0,437 pa;

164
8-71

, = pa? = 0,289 pa?
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yi :
S @
0,563 pa

1,211 pa

0,289 pa?

1,211 pa 1,211 pa

| 1]
1] 0,563 pa 1]

@ 1,211 pa U
i
|

1,211 pa ﬁ
@O
0,437 pa —H— 0,563 pa
‘ %
| 1| ‘
H 0,437 pa
pa
0,563 pa? 0,563 pa?
1 ® [
0,563 pa2 — 9 P0,563 pa?
0,211 pa? /*k% 0,648 pa® 40,211 pa?
Ui

0,437 pa2 0.289 paz 0,437 pa2
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Locala 1992

)
p =30 kN/m [Mo—=< I at
Pov i vy v by AV I . Wi e
Vi=50 ELINO 2m =2 (9 . &
. 6 V3=130 §
|
e 3 I
T O e
t bt
170 2t v ‘\Wzmin
60
41,6(6) ® e =35¢ \
‘ I, = 49,3(3)t*%;
g M e
W2 max = 19,73(3)1:3

Asezarea economica este aceea pentru care in sectiunea cu Mimax= 60 KNm, adica (3), fibrele
intinse ale profilului au modulul de rezistenta maxim W, ;4
60-10°% 41,6(6) - 10° 3-10° 2,96-10°
O-max,t - < M/zmax ’ WZ min ) - max < t3 ; t3 >
3-10° 60 - 10°
=30=> tnec,t = 46,62 mm; Omax,c = W

tnec = Max(46,62;36,16) = 46,62 => tor = 47 mm

Omax,t = £3 =90 = thec = 36,16 mm

M;,=50"2—-30"2=40 kNm; yg = 2,5t; T, = =10 kN; S, = 6 t3; by = 2t >

o 10 47— 1952 MParg = 1O
7K T 493(3) 47~ - G =5 47-493(3) 474 ¢
1952 1 . .
012 = —o— £54/19,522 + 40,272 => 0, = 19,524 ; 5, = —0,004 MPa

1 <_ 2:(-0,27)

(1, = 5 arcty 953 ) =>q, = 0,79°% a, = 90,79°

1)

3(5-100-32
dl nec — W = 79,86 mm

3 M; =5598i My =5 Miecnz) = 7,5 kNm = djnec = 91,41 mm
3 M max = 10,31 kNm; M, =5;N =5kN =M ech = 11,456 - 10° = d3,nec = 105,28 mm

= d3er = 106 mm
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10 10

— 5kNm ™~ |

™) @ o
/ 2,5
10
Verificare:

~ 50004 5-10°-16

oy = m = 0,566; OMm; = 88,17 = O = 88,74; Tmax = 71063 = 21,38 MPa
= Ogcn(3) = 98,50 MPa < 100 = g,
1)
0 i
—1-¢
cIo =
(m)
I \-
1 Ly
X2 1-¢
- -
4 pt?
0.8065 n(? ‘ 6'3065 2
W H ° Ao+ 611" X1 + 812 - X5 = 0;
2 '{/H AZO + 621 - Xl + 622 - XZ = 0,
_ 13 4
— 1.6452 pl? El'Aro= — ?M '
-/ El Ayy= —3 pt%;
é 0.452 pl? m | 0452002 02 2¢ 10
I — e E1611:_'_+3‘€2"€:_‘€3;
1.1935 pl2 Tﬂ' ‘ 11935002 ¥ 2{)23 43
é El 8y =— £+ €% =—1¢5
1.6452 pl? 3 2 3 3
1.5483 DEZ 1.5483 DEZ EI 612 - EI 621 - {) " ‘g - ‘g
@ 10 13
?33 'Xl + 33 'X2 = ?pfél';

4
si £3-X; +§{’3 - X, = 3ptt

= X, = 0,8065 p¥;
X, = 1,6452 p#

44



C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 1993

Sectiunea periculoasi: INCASTRAREA

)
N AF 16F
= = = —_—
* N = a2
16F
Mi(4) = SFd = aMi,max = TI.'dZ ' ;
16F

M, = 3Fd = T4 =5
16F > > 12,1655-16 - F
Oecn(s) = —z V(1 +10)2 +3-3% = — = 0,0387F

= Foqp = 2507,26 N

" % 4@
L A ©
s | LTI JM@

3Fd

4Fd - @

1)
_F£2|
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5 3
Mee = §’€, Mes = Ef

1 [F? 2 5 5 3 1 5
5,1(1):5 —(2-—{’+—€)+F{’ (2-£+—£> +— (2F¢%- )

2 \"'3"73 2 GI,
1) —F€32+5+2+3+1 2]
MO T Er3 T 12 2708
7,5F¢3
O = g7
1( ¢ . F#
617(1)25 F¢ E+F€ £+T£
2F¢3
Sor) = g7
2FC
Fe
—
Cs —
Cs/W — @ ig Cs N _
QSC4 >Q mC8=O 1 f
0 —
‘ NS
a 1400000
Cy 1-¢

Fe Q, @ Q mc7=0
e (mo)
C1 (Of1

. s
\
\ —
\
\
\
\

P~—
Fa—
mcs=1/ I P<— mcs

Mca

mc3=0/2

1-¢
@ me7
mc2=0

=
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1
F = .
Mo(opy) = ER[l —cos ¢1]; my(@,) = —1R-sin ¢;;
2 FR _ s Z sinfe 2 FR3
ElIA = 2[ 7[1 —cos@] - (—Rsing)-Rdp = —FR®|—cos ¢ |5 — > 5| = —
0 Y T
2 2z T 7mR3
EIS;; = 2[ R%sin*p Rdg = 2R3f sin®dep = 2R3 == —
0 0 4 2
_ FR3 2 _ F
Y7 2 nR3

5 _2f§[FR(1 ) F o ]R(l R
”(2)_E10 5 cos ¢) = —Rsin | cos @)R do

1)
2 2 T[

v@ =51 1—cosp)dp =1,197 —

2 FR3f§<1 cos @ singo) : FR3
. El

T =L £ =0=> —2=> = 32,48
((p)—ismgo—gcosqa— tg(p—; . = 32,

F F F F
N(p) = —Ecosgo—Esm(pz’N(O) = —E;N(go*) = 0,59 F;N(n/2) = -

FR F
Mi(p) = 7(1 —cos¢) — —Rsing = M;(0) = 0; M;(p.) = —0,09 FR;
M;(n/2) = 0,182 FR

0,093FR
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Locala 1994

)
M,y=10 kNm p=30 kN/m a4t
4= 2m am i
5kN : 1Im im \§\
21 21 30 .
N P e NG
I iy
X+=0,7 <
139 2t
: 64
i
42 34
52 UL
59,35
Vy =21kN; Vg =94 kN;
ye = 2,8(3) t; I, = 27,6(6) t*; Wy min = 9,7647 t3; Wy max = 12,76923 t3;
59,35-10° 59,35-10°
a) Omax,t = W, < Ogt; Omaxc = Wy man Omax,t
59,35 - 10° ) ) o
Omaxt = W < Omaxt => asezarea optima este cea inversa fata de cea din figura
zZmax
59,35 - 10° 3
W7 minnec = —30 9,7647 t° => tyec = 58,73 mm => t,r = 59 mm
D) Tmax = —64-103N; S, = 2t? - 2,33(3)t = 4,6(6)t3; by = 2t => 14 = —1,55 MPa
i)
3F
2F AFC FO
™) .
y = 3FC
3F¢ 7
F 3F 3FC

S UL F o Ajﬁfzm @
@ Fe @

Mi@),_, = 3V2F¢ = 4,243F¢; My = 4,123F€; M; ocn(sy = 5,099F¢;
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W, nec =

M. 3(5,099 - 10% - 500 - 32
i ech(3) —~d= \/ = 129,35 mm => def = 130 mm

Og m-120
Verificam tinand cont si de N = 3F
3-10*-4
oy = = 2,26; gy, = 95,577 MPa;

- 1302
o, = 97,837 MPa;
Occnz) = 120,035 MPa = o, = 120 MPa;

3-10%-500-16
Tmax = 7-1303 = 34,772 MPa
5, = 1(1317{’ Y 2{’+13F{’ 1,5¢-1-¢ 1F€ 0,5¢ 4?)
T EI\2 3" 72 ' > :
5 _3 {}3—12737
1)
1-¢
A
— ¢ TF ,,‘ il
’ | | (™)
L
@ X2 2F¢ :T
X1 V
Eloay= —r- PR 2 Spp
107 2 2 3 6
l2
EI-A,,= FI? — g2
20= F1° + 3 2Fl,
1> 2 3 2
El6:4 =E§l =§; ElS,, = 21; EIS,, = EIS, = —3;
X 28F 5,6F; X 1Fl
= = — = . —_ - .
1 5 ’ ) 2 5 ’
1 1 @ oﬁ@%
= =0
—  02F¢

W

1114

49



C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 1995
)
EA £ 5 3F 2EA
___________ L e b/
3a a _ 2a N 2a
il
FB
RS @
X+2F8
X s %%
I XF @
T
2F9
F$ #
LTI
50 kN
10 kN %’H
HEInnnm 10 kN @
IS 83,3
33,(3)
13.0) 16,(6)
APy, + A? 0,4 F63a+3F62a 0,4 F8 =10*N
= p—2 = = =
12 45 )T mm, EA > EA 4 mm
X3¢ (X-F%-a (X—-F%-2a (X+2F%-2a
A5 =0 + + + =
EA EA 2EA 2EA
4
X=0= Omax =W= +83,(3) MPa
1)

pa?

o V" cmm
é%\ & S %K%

a a 3a T | %
1,5 pa 10t T ] G 12t
pa .

I ./ = Ji%l

R

pa? 1,5 pa

M <« Tt
| U
1,125 pa?
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Rezolvare:
Ve — nu se calculeazd (simetrie)

I, = 638,6(6)t* W, i = 106,4(4)t3
tnec = 8,15 [mm] = t.f = 8,2 [mm] ok pmar = —125 [MPa]
S,k = 7t* 5,5t = 38,5t b, = 3t

= Tk max = 4.3 [MPa],— 4,356 pentru t,,. = 8,15 [mm]
Symax = 67t3 bg =t

= Tmax = 22,46 [MPa],— 22,74 pentru t,.. = 8,15 [mm]

1

14,643 kN 2 kN

5,73 kN

s (e (] s

k) U ,\}9\9,55 N F
9,5858 :

T @

@ 1146 Nm 1719 Nm
‘ H

1411,44
P
M, =955~ =191 kNm;

D
M, = 17171 =F,-120 = M, = F, = 13,643 kN;

D
Mz=F272=F2-2005Mt:>F2:9,55kN

M (1) = 2233,5663 Nm;
M; (5 = 2224,2131 Nm;

3(2938863 - 32
= Mi,echIII = 2938863 Nmm= dnec = W = 57,19 mm
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V)

Conditia de echivalenta:

My(p1) = 0; Mo(@,) = —F - 2R sin @, ;
my(¢;1) = 1R singy;
my(@;) =1-2Rsing, ;

El- A= — JZ(ZR)3F - sin?(¢p) - de = —2m FR3;
0

n 3 5
El- 6, = j R3-sin?(¢@) - do + j (2R)3 - sin?(¢p) - do = §R3
0 0

4
:Xl =§F

Eforturile au legile de variatie:
4 4
N(gp1) = _gF singy; T(p1) = +§F COSPq;
4
Mi(p1) = _gF "R -sing,;
1 1
N(¢z) = —gF singy; T(pz) = +§F COS @3 ;

1
M;(p3) = _EF 2R - sin@,;
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Pentru calculul deplasarii pe verticald a punctului de aplicatie al fortei se scriu legile de
variatie pentru momentul unitar si pentru momentul real:

4
M;(¢q) = —EF'R singy ;
m;(¢1) = 0;
1
M;(pz) = _gF *2R - sin@y;

m;(p,) = —1-2Rsin 0,

:F - 21
EI'6U,F:+f g-l-(ZR)3-sin2(<p)-d<p=?FR3
0
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Locala 1996

)

F=10 kN p =20 kN/m

42,5

42,5
20

I
7,5 mﬂ
-
L \\\\\ N
A
% =35t
N =
B
\

32.32 @

Vy = 42,5kN Vg = 67,5 kN
Yo =35t I; = 49,33 t* W, min = 14,095 ¢3

e 2 A0 gl —s e, = 28
nec = [72005.150 <7/ T7 ter T Lo

—10-10°
@) = 3933 28+ ¥ = 3298
20-103-5,

t® T 54933284
S, =8t%-1,5t = 173,745 t3 S, pay = 12,25 t*

54
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)
Hi @ 2d @ ’F Fa @ Ha _
€ lé @ i— All4_6
¢ L ¢ Hll +(H1_2F)l+(H1_3F)l_
' E_Tt-(Zd)2 E4nd2 En_dz N
# H-2F Hy-3F 4 4 4
\ [ l-4
& —¥F|H{+ H —2F+4H, — 12F]| =6
32725+2,3(3)F E-4md? [ ! ! |
ﬂ'dz'E'(S'.
% 13272540,3(3)F 6H, — 14F = I ’
| [TTIIITIIITII]] 32725-0,6(6)F r-d-E-§5 14F
163624 _ —
949020 e 1= e + : = 32725+ 2,3(3)F

32725+ 2,3(3)F 32735 —0,6(6)F
Omax = Max ;
Aq Ay
8181,25 + 10,58(3)F 32725 — 0,6(6)F
Ay ' A,
- 502
4

Omax = max<

8181,5 + 0,58(3)F = 150 -

e _150-50%-7 81815
ST P 4.058(3)  0,58(3)

= 490873 N

I11) Sectiunea cea mai solicitata: incastrarea. Eforturile luate in considerare sunt:
N = =2F; M;, =4F{;M;, = 4Ft; M, ., = 42 Ft; M, = 2F¢

2F 42 FP
N =Tz = 0,157 MPa; Mirer = g3 5,93 MPa; = o, = 6,087 MPa
4 37
2F¢f
TMt = T[d3 = 1,0484 MPa, = 09Ch,(3) = /0-t2 + 41—%’1;; — 6,4‘38 MPa
16
’ X 4Fa

INIAN

2Fa / 2Fa

QZF@) @ 4Fa

4Fa

4Fa
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Locala 1997

)
H, e 10F 3F Ha
< N 300 400 200
7,2F

i %0,2F

# 2,8F T
H,—7F+H,=0

Hi-300 Hy—10F - Hi—7F
2EA EA EA B
H, =72F;
H4_ = _0,2 F;

Omax = Oa = Feap;

72F 28F 36F 36F

0’"“"=max(2A A )= A~ 120 - 0
= Foqp = 5000 N ;
S = Ay, = 11290 _ 5531073
3) — 3—4 — EA =/, mm
1))
p=10 kN/m
M,=10 kNm
X
Ye = 3,5 t,
!12; P 2 I, = 49,3 t%
| _ 3
2,3pa 0,7pa W, =14,095t¢
imax

W, nec = = 14,095 ¢3

o,
| =>t,. = 23,21 mm ~ 24 mm
Il @ Tonax = 2,3 pa = 23+ 103N
2,3a

TEAE ot
0,7pa 1, = 49,33 - 24* = 16,36 - 10® mm*
@ Symax = 12,25 t3 = 1,69 - 105 mm?
1 4pa? Tomax = 4,96 MPa
2,4pa’

2,845pa?
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1)
Sectiunea periculoasa: incastrarea
N = 3F = 30 kN;
M;, = F-2a = 6 kNm;
M;, = 3Fa =9 kNm;
M;=F-a=3kNm;

2Fa

3Fa

. Fa= 3kNm \
— N\

" 3Fa

N M;
Oreg = (Z +$) =~ 114 MPa;
zZ

7= 15,27 MPa
Oech3 = v 0-7292 + 412

= O¢ch(3),max — \/114‘4 + 4(15,27)2
Oech(3)max = 118,02 MPa
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Locala 1998

)
F=10 kN p=18kN/m
I M0—24 kNm yc — 4-,83(3)61
R I, = 812,5 a*
im m W, = 113,372093 a®
¢9,3(3) F=10KN (Z M) —0=>V, = _9’3(3)
B
T 1) (Q.M),=0=>V5 =353
9,3(3) 10 _ 24 10° 11337243
” Wznec = W = ’ ta
= Apee = 11,217 mm = a,p = 12 mm
4,6(6) @ ox = —9,417;
m [kN-m] Tk = —0,6116;
Vi +4t¢ = o, = 0,039 MPa; 0, = —9,4565 MPa
ZTk
——) = —3,7% a, = a + - = 86,3°
Ok
1))
Sectiunea cea mai solicitata : (3)
2Fa
AV F . Fa W
== IR | 2Fa
IS Es - = /ﬂMMMMM =
F E ; Fa ——
ol I
= [CH
E o Fa
Fa
N3 = —F; M3y = 2Fa si My 5y = Fa sau Mo, 3 = V5 Fa si M3 = 0
= Mi,ech(3) = \/g Fa
V5-F-a-32
tnee = gz~ 100
=> dpec = 96,94 mm => d,r = 98 mm
V5Fa 4F ~5:F-a-32
=> verificam: Opmqy = |loy| + Wza =7 + ndg = 99,45 MPa
1)
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Aqp 4 4
! 811 10 3 3
2 2 , 7 5
E1511=5'§l+21 'l=§l}
4
X1=7pl

8y, =0

0 wH e

2 pi?

ﬁ =<\ an——————— e
T
4
7Pt
= = @
;pi’ ;pi’ ———\
2pf
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Locala 1999

)
p=18 kN/m
QQ,S kNm
® WL LN ®
€ lm Im e
5,6(6) 19.3(3)
_56(6) 7 0.6(1) [kN]
cOllI @
0,315 WH — ‘
12.3(3) 11
2,5
0,5
RUIELCY
i
0,86 KNI
2,8(3)
3,725
a) V,=5,6(6)kN; ! Gmin
(EM), = 0= Vg = 19,3(3) ! = EN
b) Yo = 8’2 a, ! E Tc,max

IZ = 1255,4(6) a4; /v Tmax
Wy min = 153,1 a3; —

_®|3725-108 é —
fnec = |1531-150 ; Eb=

= Ao = 5,5mm ' Grmax @ @

¢)  yx =3.2a, S, = 114a3,
Mi,(l) = 2,8(3) - 10° Nmm, T(l) = 5,6(6) 103N

. _56(6)-10%114-a®
Og = 4'3,4' MPa, Tg = —40.'1255,4(6)'(14' = 4,25 MPa

I1)  Eforturile din sectiunea periculoasa sunt:

N =F = 4 kN; M; ye, = V37 Ft;
MLZ:F'EZO,BkNm, MtIZF‘e

M;, = 6F{ = 4,8 kNm; Mechy = VAOF Y,

m-d3> A0F?¢ 3’32\/4017{’
37 — o = dnec = T[—O_a = 83,04‘ mm = def =84 mm

Verificarea duce la 0ycp max = 87,65 < 0,
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FC
6F(

1)
A 10 13 13
a.) 611X1 + A10: 0, X1 = _6_12, EI 611 = ?‘£3, EI AlO: ?p‘£4, Xl = Epf

p

YYYVYYYVYYVYYVYY

T

4pl?

2pl?

il

Ty
Y
1 m
D
b) Elp, =_pt 1= Som
1 p
e .," :1
1 \ YYVVYVVVVVVYVY E
@ 13pt/10
<«
c)
T
é 13p0%/10
| —

il
@ j 27p02/10
© "l

13p€2/10
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Locala 2001
)
(M), =0, MNi-3-F2+4N;1=0; 3N, +N,=2F; ()
i_jl:%le:st; MleNllﬁi ? Mz:ENfﬁi
y 2d)? 7d? 3ad?
Al:”4 =A; Azzﬂ(4) _E4 A

Nlﬁl — NZEZ N :NZZE .
e R
N
o= .
Al
2
N, =0, =0, zd :E:>
4 2

_o,-7d? 150-7-20

F’ =94.2478
2
_ Ny
a AZ )
3rzd?> F
szo-a'AZZO-a' 4 :E
2
Er 3Gaénd 3150720 _o0s 2 yay
Fcap =94.247 N
A, = N,-£, =15 mm(1,4999...):>8—k:E
E-A Ay 3
2A
8 =1~ 2 _1mm(0,999...)
3 3
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1)

M =20kNm
p =20 kN/m

© {HHHIL mwému@ ﬁ

>~ > 0 —

(2) F =60 kN Va=27,5kN

V2=27,5kN \'% ——
27,5 j't\
7,5 ég 2,63
( ) 1
‘ ‘ ——2,57
\wluiulltlukgig ‘ /0,64
(kN]
20 ¢ 0,375m

Q,

14,74
325 @ [MPa]
35

() —ccar[IT

[kNm]

20
(EM ), =0=V, =-275; (EM ), =0,=V, =275

ye = 2,714 t; I, = 75,51 t% Wy in = 14,27 t3; Wy = 27,86 t3;

35-10°
Ocf MAX = 1427 3 < 0gt 2 tpee = 43,4mm = tef = 44 mm

Ocfmax = 28,78 MPa; Oef min = —14,74 MPa
Taypr. = +27,5 kN; I, = 2,83 - 108 mm*

S, . =1.191.8988 mm®; b, =44 mm; 7,_; = 2,63 MPa

S,,=S,,=11653171mm’; b, , =44 mm;

I

Ty_p = 2,57 MPa, b3_3 =176 mm,; T3_3 = 0,64 MPa

1D

Ft Ft

4 ) w
g .
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]
-l

§ il T{)W 1 @D/
T{)W WWWM e

4 (1 2 3 _ F 7 F o
8, = —|=-0-F0|=-1-¢|+——(¢/-F0)(1-¢)=32533 = 10355 ——
Lv EI[Z j(3 j Glp( )30 Exzd* Ed*
3 3
52H=i(1-2z-4mj(3-1-2e]:§-Fﬁ 533"
EIl 2 3 3 EI El
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Locala 2002
)
(ZM) =0oN,-a—Fa+N,-2a=0=N, + 2N, —F =0
B
t A AL o = A ba _Nea oy
= = — = = =
g9 a 2a 1 2z EA EA 1 2
A o F 3F
N21nlocult1n(ZM) =05 N, +2 3N —F=027N, =Fa N =- =N, =—
B
Din: oy = 04 = Feaps
Omax = 03 = Foqp = 109955 N
AH,K: All = 0,375 mm
)

(ZM) =0=>V,=525N
2
(ZM) =0=V,=1775N
4

g Y
2m 3m 1m\%\

177,5 -52,5

0,5625 m @

@
% ﬁ [kN]
-22,5 -52,5

-80-
58,83 @
N
52,5

97,5
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ye = 9,8a; I, = 3355,2 a%;
|Mmax| ' |Ymax| <

I, a

|0'max| =

= Apec = 11,59 mm = a,r = 12 mm
T3max = —52,5kN ; b =4a
Szx = 216,4 a®;

Tg,3) = —5,88 MPa

— 5,88

5
©

3]

NN
==
9,8 a

8,2a

ol

1
2Fa2-%a+%Fa2-%a+4Fa2-a+16Fa2-a+8Fa2-2a 2Fa? - 2a
Oy = EIL t04E21,
Fa®/8 1 132 Fa?
61,1,=E—IZ<§+§+4+16+16+5)=T-EIZ
1

2Fa 1-2a )V:

e e

()

9Fa /
12

Q

2Fa
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 2003
)
b =16 kN/m M =12 kN/m
/ F=8kN =8¢
3m 2)1Im ‘ 2m
V1=29 O @
V3=27
29
%ﬁm | |
I H R T
T O,
” 19 16
26,28125 iﬁ H ‘
o
yc = 3,857 8;1, = 260,762 5*; Wy min = 42,45 53; W, max = 67,605 53
26,28125 - 10°
OcfMAx = 4245 53 < 04 = 90 MPa = e c = 16,28 mm;
26,28125-10° 16-10° 26,28125 - 10°
Tefmaxt = MAX\ 0 e 1545 63) ~ 6760557~ Jar — *0MPa
= Opect = 25,54 mm
Onec = MaxX( Gnec,t; Onec,c) = 25,54 mm = §op = 26 mm
M;, ;) = 15 kNm; Tipy = =19 kN; S, x = 34,284 83, by =26;bg =66; yx =1,8576;
ox,2) = 16,078 MPa; Tx, = —1,848 MPa; 1, = —0,616 MPa
1))

2F

3

& 4Fa
] ] _ 2Fa
2F = -
S— a
———

-1 5 ®

7Fa

- 2Fa
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

— Sectiunea cea mai solicitata: (4)
M., =V7%+2? Fa=53 FaNy, = —F; My = J7*+2°-Fa=/53 Fa;
= oy = 0,35373 - 1073 F; om, = 0,068662 F; = g, = 0,0690154 F
My =4 Fa> 14, = 0,018863 F
= Opcnz) = 0,0786533 F = 0, = 100 MPa
= Foqp = 1271 N

)
s 0 e B
l
;\' C1 =
2;\- El = ct. 2;\' — I I
@ X1 —. O, 1
— ; .......
Ayg 4 28 p P
A10+611'X1:0:>X1:6_11; E1A10:_§p‘€, EI611:?'€ $X1:7
1-¢ T
iy -
= ™
E ~— 7
i 4
13 pAd 39 pAf
q)l—_.p_; V—_p_

42 El ' 56 EI

68
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Locala 2004

)
10kN/m 40
N 20¢ 145,23

@ 1

4m 2m 2m :

V1=30 i

V3=50 !

30 B,

% i # i o

Nl | // . AD

- ) = s (9)

y 30

40

Mi

Vi =30kN; Vg = 50 kN; yc = 5,1 t; 1, = 779,4 t*; W, nin = 112,956 t3;

t

9,6

yc=5,11t

40
./

45-10°
O-ef,max = m <150 = thec = 13,85 mm; = tef =14 mm

Miz,max =45 kNm; Ty, = 30 kN; Sz,K = 86,4 tsi by = 6t;
Omax,c = —145,23 MPa; 0yqy¢ = 107,34 MPa;
Tkmax = 2,121 MPa; pentrutys = 14 mm

Omax,c = —150 MPa; opq, ¢ = 110,87 MPa;
Tk max = 2,167 MPa; pentru t,,. = 13,85 mm

1)
Yr = Yo = 61,25 mm; zp = 50 mm; y,, = 38,75; A = 6400 mm?; I, = 500,3(3) - 10*mm*;

I, = 725,3(3) - 10*mm®% W, pmin = 81687 ; W, pqx = 129118 mm?; W, = 145066, (6) mm?
1 ( 2 6225 775 )
Tmazxc = P\6400 " 81687 * 145066, (6)

= Deape = 10,629 N/pm
B 2-10% 622,5-10®% 77,5-103
Omaxt = "P\"g400 ~ 129118 145066, (6)

= —8,4673 p = g, = 90 MPa

> = +5,04267 p = g, = 30 MPa

= Pcapt = 5,949 N/mm
Peap = Min(Deap,; Peapc) = 5,95 N/mm
o, = —5,95(0,3125 + 0,1244 y + 0,010685 2); 6, ¢ = —50,35; 0,7 = +30 MPa

= ﬂ Gy =y, =—2,512mm; ﬂ Gz =z, = —29,25 mm;
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622,5 pa
o 0
2pa
/E <O
e E
P P

I @ 2 pa 77,5 pa
F=2pa ( )

M,=77,5 pa

. m

Axa
n% //
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C.C.Teodorescu

)

F .
F
a ¢ a < X1 ) Tm
El G
ol @ ——e—] C
S(\ : (@7}
ANANNNN
1-2a
I
mrl = 0 1
me,
1:2a =
1-2a
Aqo
A10+611'X1 = O:Xl =,
611
Fa® 8 3
El AlO: _T, El 611 = §a :>X1 :1_6F

25 .
E15v=§Fa =

71
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C.C.Teodorescu

Raspunsuri si rezolvari

Locala 2005
)
7 Y
OO \
m P oam T 3m ®
F J(34
M,
F=12 96t2-6t—36t24,5t
‘3 ye = 60 t2 =69t
~ ) Wy =112,956522 3,
I, =779,4 t*
34
34 g * ¢ 7 56 10° 14,8957
nec — |[IEn.q14190cf -0 mm
22 i m 13m 150-112,956
N <@
@ il @ = ter = 15mm
56 \%i@ o6 Ok,3) = 40,916 MPa (cu tyec),
34 ok,3) = 40,07 MPa (cu t,r)
28,9 SZzz = 86,4 t3’
[N Sz .= 9522t

Toax = 34+ 103 N
34-103 95,22 ¢3

wo77oar o nooMPba

Tmax =

Tmax = 4615 MPa (cu t,f)
To—2,max = 419 MPa (cu t,f)
Ty—2max = 425 MPa (cu tyec)

To—2 = 2,094 MPa (cu tof)
Ty_p = 2,124 MPa (cu tyec)
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1))
2A A F
__________ E,_._4_._,_._4.j./_4_._,_|_“*_ JE
05
D tm 2) O5m G k 64 Af;_1 =8
FO Fo'a+F0'Za_8
= EA 2EA
2Fp-a __ SEA
TT] Fo EA = F0 - Z
i F, = 80 kN
F _ Xa (X-Fg)a |, (X-Fg)2a
——L,(_X A1y =0= EA + EA + 2EA
> —(X+X—Fy+X—F)=0>
X-Fo EA
X 2 2
" T 3X = 2Fy = X = 5Fo = 380 kN
106,6(6) Omax = O2_3 = 53,33 MPa
i
i 53,3(3 @
1)
2M My X Ap14 =0
0.8m ﬂ 06m [ o4mﬁ X-04 (X — M,)0,6 . (X —3M,)0,8
\x \n y \y Glp, Glp, Glp,
, m-603 16-m-10* o1
XM, m T3 ~ 7 32
X-3M
- IRATANHA @ L _m80t_16:m10t
AR n=T3 T B0
0,0848 M, JM [ _26 . _m60° w10
1,915 M, @ P2 81 P "'P1 16 2
i i
Wp, = ———" 64 Wp, = 2,37 W,

0,2

G 256
1,9152M, 1,0848M, 1,0848M,
Tmax = Max W, ; W, = er 80 = My cqp = 3,127 kNm
16

1,9152-3,127 - 10° - 800 - 32
8-104-7-80% - 82-2

Ap, = Apy, = = 0,01489 rad = 0,8535°

73

=0

27

m 4-81
- [zx +3X—3My +—— (X — 3M0)] = 0= 6,265625X = 6,796875M, = X = 1,0848M,
P1



C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 2006
P IF=pa
43 an a e
SIE 18 Y¢e = 55,825 mm
5 P I, = 10,483 - 106 mm*
7 7 L
zha zpa W, =-———=163,351 3
I pa Zmin ~ 64,1748 mn
S & @ M; cap = 2p - 10° = 150 - 163357
l4a ‘ Pcap = 12,25 kN/m
13 2 pa?
= B B
, ZpaZ [N p O-K(l) = TyK = 16,7455 MPa
o ‘ ¢ = 1,499 MPa
0,4 paz 1,38pa2
)
+ pa oa |
y 8pa?
@ 8pa Jl L/
8pa = 2pa’
—— 8pa &
— pa -
E =RO
—~ O =
g 2pa?
—pa
2

Sectiunea periculoasa este incastrarea:
N =8pa; N =5760N; M;, =3 pa®; M;, = 8pa?;
M; e, = V73 pa? = 3,691-10° Nmm; M, = 2 pa® = 864 -103 Nmm;

77 M nd> M
Mech 111 = lrez + Mz pa —_ 3 79078 106 Nmm W ech Il = — ech I11
Oq 32 O,

3132 M 3132 -77pa?
W \/—p d =61,14 mm = 62 mm
-0,
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari
Verificarea tensiunii maxime cu considerarea fortei axiale:

) ) N  8pa
Occh i1 = [0f T4 T2 = 0qyy1; 0 = Oy + Oyy,,ys ON = A" wdz ~ 1,9 MPa

4
_ Mi,rez _ V73 paz _ _ _ _ 2pa2 _
Mires = = = 157,82; 6, = 1,9 + 157,82 = 159,72;7 = e 18,47 MPa
32 16

Oech il ey =V 159,722 + 418,472 = 163,93 MPa > g, = 160 MPa = d,;, = 63 mm

1)
—>
X1
2pa?
YYYYYYYYYY ( /(ﬂTTﬂTTHTT( — la
1 =
@ % é ‘ 1a
_— 1- 3a
2pa?
B 0,8 pa .
2 = 0,8 pa 1,2 pa?

S

0,8 pa ‘_- AN JUJMMHMMuw/
O ORI @

2pa

\mmmm

T-Za
1-2a
6 X4 Am 0 6, = 208 A 16 pa’ Ao,y 4 0,88
=0; 8y =——; A= ———; X; = ——2; X, ==pa = 0,88pa
1141 10 11 3 EI 10 3 EI 1 611 1 5
6 pa*
o —
W= 5 El
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C.C.Teodorescu

)

F=120 kN

Raspunsuri si rezolvari

Locala 2007

p=60 kN/m

® NIl

MO T

\@« Zm@

Va =95 4dm 2m
103,923 Ve =325
120
95 95

0,58(3) %
150

LIS

X 30

190 =

200,208333

T
[any
o]
(9]

N

7,81

-8,25

S

@
3
o
x

H, = 103,923 kN;

FE, = 60;
V, =95 kN;
Vg = 325 kN;
ve = 3,25q;

I, = 18,16(6) a*;
W, min = 5,58974 a3;
W ymax = 10,38095 a3

_ Mi,max
OcfMax =77 = Oat
z,min
200,208333 - 10°
= Wz,min,nec = 60

= 558974 a3,

S Apect = 84,2 mm;
aer = 85mm
150 - 10°
7K = 18,16(6) - 853
o () = 10,0837 MPa
sau ok gy = (10,37 pentru ae.)
Ty = —205 + 103 N;
Sy2-2 = 4a® - 1,25a = 5a3;
S, max = 5,28125 a®
205 - 103 -5,28125 - a3
a-181(6)-a* '
205 - 103 -5
~ a?-18,16(6)

0,75

Tmax = —

T2 =

I1)  Sectiunea periculoasd este: INCASTRAREA, (4), in care existd eforturile:
N, = pa; M; 4y = V29 pa®; M,y = pa®;

Rezulta tensiunile:

4pa V29 pa?-32 4pa 4 pa

ON =gz = g = 2154 L= e = 2164 o5
2pa®-16 4 pa
tmax="7rg3 " ~ 40 - nd?’

4pa
= Oocn (3) = %\/216,42 +4-402 = g,

= Pcap = 2,72 N/mm
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2pa?
pa L S5pa?
/ 2pa?
2pa? | pZ
A -
" /// B = - 2pa®
# pa? -
2pa @ ——/ @
1)
pa’
F=pa M, = —~
a P />
P Yy EI Ayo= —Zga‘*;
X1 2a @ EI 611 = ?a3;
3
2a =X, = ﬁpa = 0,15 pa
ASSANNN

i 2pa?
Ql QZ CZ
G g 1,5 pa?

pa’ I £ W el
\ 1-2a
Q3 Cs
d Ca
MO Cs )
~—7 /A
2pa’ Q4
Qs i - 2a
——pa 0,7pa?
1,85 pa @7 0,15 pa ,
I pa 5 Aﬂ 1,2pa
g 2 [l
0,15 a a2
pa 37 1,01125pa? —
—pa
20 p %E 1,85pa K‘L‘E
M;
@ 0,8pa?
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

[3—4] M) = 0,65pa® — 0,85pax — 0,5px?; myuy =—1-x

[4 — 5]M;) = —1,2pa® + pax; my) = —1a
pa*
61](3) = 0’283(3)ﬁ

Obs. Daca se aplicd procedeul de integrare Veresceaghin, calculul deplasarii este mai laborios,
presupunand trasarea altor diagrame pe intervalul dintre sectiunile (3) si (4) pentru sarcina
distribuita. Se vor utiliza doar suprafetele din diagrama (Mix).

. 0,5pa?

C1
—_ Q]_*
s la 1,5 paz ..................... ,_ﬁzcmﬂj:ﬁﬂ]
] Cox 2
il o [ e
pa?/2

@ : \'/ * /f
A 3.=0,65 pa® |
H T 0,65pa2 C3*
@ paz @ o _C4
E M s o ; e
1la 2pa? : a,
0,15 pa? Qs 15pa

0,3 pa?
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Locala 2008
)
2p M, = 3pa?
(Y YVYVYYVYYVYY />
a _ 2a
a ﬁ?z i a’T‘F_Da % 41,19(41,08)
7 (4.66) A Ve=1,(3) pa -
3 §pa
Al I
— @
‘ H p—; (0,66)
2pa
pa? (2) A—
mm 60 (59,84) @ @
i ()
2
(0,68)pT
3pa2(6)

13 4

Va= -pa=866kN; Vs =>pa=—266kN
Yo = 6,552t (4,478t); I, = 491,3t% W, = 7533t W,  =100,714 t*
thec = 10,9 [mm] ; =t = 11 [mm]
1)

yep=56mm; zp =40mm; >N =6pa;M, =F -y =336 pa; M, =F -z = 240 pa
Sarcina uniform distribuita determina un moment M;; variabil cu valoarea maxima: 0,5 pa2.

200-pa

M,=336 paj |
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

yc = 56 mm; A = 8000 mm?; I, = 1053,86 - 10* mm*; I, = 490,66 - 10* mm*
Sectiunea periculoasa este in capatul liber, in care exista eforturile:
N =2400p = 6pa;
M;, = 134,4-10° p = 336 pa;
M;, = 96-10° p = 240 pa.
Tensiunea maxima se obtine in punctul de aplicatie al fortei, punct cel mai indepartat de axa
neutra:

2400p 134,4-103p-56 96-103p-40
Imaxt = "800 * 1053,86 - 10* * 490,66 - 104

= Pcap = 83,51 N/mm

= 150 {MPaq]

Expresia tensiunii totale este:
o, = 25,053 + 1,065 y + 1,634 z;
Axa neutra:

0:=0,NnGy(z=0)=>y,=-2352;NnGz(y =0) =z, =—1533mm

Tensiunea maxima la compresiune:
o¢c = 25,053 — 1,065 - 64 — 1,634 - 40 = —108,467 MPa;

1D
a) Njsina = Njsina = N{ = N3; N cosa + Njcosa = N; = v3N] = N,
_ M CEA Nj-¢  OEA 5-107*PEA 4+ 33

N’4+\/§N’ N/
= =N, — =
£ EA ¢ 13 1 PEA 3 1
, 3-5-107*EA  3V3-5-107*EA | .
>N =————"";N,= = 04 = 56,5 MPa; 0] = 0} = —32,62 MPa
4433 4433
b) Nl’sinazNésina;2N1"cosa+N£=F:>\/§N£+§N£=F:>N1":0,326F
N2 Nyt .

cos?a-EA EA =Ny = §N1; Ny = 16311 N; N, = 21748 N; 0y = 03 = +51,92;

. N,
0; === 69,23 MPa
C) 01 = 03 = 19,3 MPa; 0, = 125,73 MPa
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Locala 2009
) p=12kN/m Mo=3pa’
Va = pa; Vg =3 pa; @ 2a @ a@
yc = 6,26t 1, = 2322,57 t%; w 23 @
_ 2
W, = == = 265,741 t3; IR s ;iivfpa
) pa
W,  =371,018t%; ﬁ pa
4,5 pa? b T/Wm
Oef MAX = 7 — < 0qc =90 ‘ #
z,min a
3[4,5-12 - 6002 5 3pa
= tnece = (6574190 00" 8 3pa?
4,5pa? 3pa? /4'5 par
0, = max y
ef,max,t ]/]/Z'm ax szml-n ‘ ‘ @
4,5 pa?
Germaxt = 371018 | 00
! 4pa?

= thect = 9,558 mm
thec = maX(tnec,C; tnec,t) = 9,56 mm
Yk =6,74t; S,k = 123,84 t3; by =4 t; Mimax = 4,5 pazi Tnax = —3pa
4,5-12-6007?

= 6,74t = —64,56 MP
Tkmax = 9322,57(3) - 4 @

sau UK,max=—6’26t-6,74t=—64,6MPa
B 3-12-600-123,841:3_ 315 MP
Tkmax = = 30057t @
i)
F1=F F
3 23
p _a4 ; _Za4 D
6 3 AP
6F 6Fa 3Fa F
Tmex =t P T @ =0 e i o
120 - 1602 @
6F+6Fa 3 Fa 3Fa
o, = -z .
T 2a Za“ 1 4 Y
3 6
3F 3 6 @
e (R
3 6
O'tEO(E)1+E-z+E-y=0 6rn 3Fa 3Fa
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

a
=>NGy (z=0)=>y,= 5= —26, (6)mm;
a
NGz(y=0)=>z,= 3= —53,(3)mm
3F 3 6 a 15 F
oo =g (1-5 a-53) =" = 8571
3F 3 6 a 21F
O-t,(T) :—2<1 +a'a+—'§) = a2 = 120 MPa
(0)=0
N | . (C)
~ L iZg T
(M
120
1) 2 pa* .
4 2 a
pa
Y ©) -1
; T-a
5a © -
. 1
611 3 EI’ X1 © S QT
< ~
pa m) b
X, =—
S §
~ 1-a
0,2 pa 1
I [[]I] 2pa i
2pa =
= o =f
0,2 pa =
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 2010
)] "
Y. =95mm; I, = 29546700 mm?*; /> -
04 = 50 MPa si o, = 80 MPa 2pa? YYVYVVVYVYVVYVY
W, min = 311017,5 mmS3; 3pa$ i . = 2 w
' Va=0 2pa
W, max = 454564 mm3 ; 303 Ve=3 pa

Szmax = 270750; S, 2y = 252000 mm?3; ﬁ% %m!
Sz = 144000 mmS3; :
3,25pa® :W ™
Opmax = Omaxt = W— =50=> 2pa2 L
z,min

! 3pa

2pa
—31107,5 50 5
pcap - ’ 3,25 . 106 \kg' W @
= 4,785 N/mm 2 2

Pcap = pa

3,25pa?

o, = 0,064 MPa; 0, = —21,114 MPa; a; = 3,158°; a, = 93,158°

| Cmaxe = 21,05
. F E.0% 204
% e %._._.;Z ——— .. =219
VK =|* 65 ye = 95 [MPal =
i
® i ox = —21,05 T = 1,165
|
i

Omax,c = 30,76 @ @ [MPa]

)
a) =600 mm; A=400 mm?; E,, = 2-10°;

Eqp=1-10% 04, =1,8-1075— ok
Eqe - Ape = 2EppAgp = 2EA = E3Ay;
E;A, = E3A; = EA
N§ =N
N$ = 2NJ - cos45° =2 - NP = Nf
Afy _ NP-N2¢ NP-¢-2
0s45 _ 2EA ' oA
V2N -N2¢  Nf-e2v2
= + &
2EA V2EA

N1 (1+\/_): N§ = 0 Ej_)

6=A‘£2+

= 110457 N; N9 = 15621 N; N§ = NY = 11045,7 N
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

NG
b) Nf =N{; 2Nf —+N; =F NE
F F F.p. N{
p_ A NTV2E NCL2 e e | N§
27 C0s45° 2EA \V2EA 2 !
F
NF\2 + 2NF = F = NF = = 5857,86; F
! ! Vo2

NF = N[ = 5858 N;Nf = 11716 N
NF® = N = —5187,7 N = 0, = —12,97 MPa = o3; Nf'® = 27337 [N] = o, = 17,08 MPa

) Nf =2-Nf 2= Nf =VIN/
ALY N9-2 V2N9-v2 NP(W2+1 N
2 =20 g e = 2 VRN V2T ) D e
cos45 EAVZ =~ 2EA EA NO l N§
o V2EA-a-A6 \2-2-10°-400-1,8-20 \/
= Nf = = = 16870,65 N;
V241 105 - (W2 + 1)

N§ = —23858,7 N = N, ring = 34783 N; of = 0% = 42,176 MPa; o) = —14,912 MPa
o2 = g0 = —12,97 + 42,17 = 29,2 MPa; 05" = 17,08 — 14,912 = 2,168 MPa

1)
a Ly 15 [ 15 M
a 7 V] iz
v -0 O ® ®
® @
Fa F-a=4,8
. Il e (M)
| . Fasa 8 [kNm]
SOUMMINIY e g

Sectiuna periculoasa:(4)
Eforturile sunt: M; = M; = 2F -a = 9,6 kNm; M, = F -a = 4,8 kNm

Mech

Mecniii = |M? + M2 =V5F a =10,733 ;= Wy = =

a
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

p 3 32-10,733-106_8807
nec — 7160 = J/7mm
Seia: fied =88 mm:; fied = 89 mm
Sageata:
ElS. = F 3 13 F 3 13 1F 3 23
5T Tl Ayargryd T Ay anyrgaTpitanpdryigd
9
Elés = —§Fa3 = —1,125Fa®
9 Fa3 Fa3
= 05 = T —1,125 T 05 = —3,155 mm (calculat pentru: d = 89 mm)

V)
F
(m)
1la
9 N — | —
X1 72Fa [——]
"""" —_—
= SN la
Ajg + 611X1 = 0;
,a Fa??2 5
EIAlO— —Fa E— ) §a——8Fa3,
22
EI§;,, =3 §a=a3
A 5F
X1__£ i
5 Sp F
2F 3 @ o=
SIEN
ﬁﬁp D=3 e F
6
—— 2F
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 2011
) ,
y. = 8,579 § sau 8,58 6; F
I, = 1451,86 6% % 7] /
W, min = 169,214 63; im 2m B) 2m
W, max = 267,87 63; Va=55 Ve= 125
60 - 10° > o
OefMAX = —orm—3 = Ogc = 90 MPa
ef 169,214 63 % - %
= 8poce = 15,794 mm; ‘ @
(60 -106 40 - 106> 5 AU \
(0} = max ; = O,
maxt VVz,max Wz,min at 65
40 - 108 -
Imaxt = g 21453 0 MPa 50—

= Opece = 16,78 mm 40 3% m
5nec = max(5nec,t; 6nec,c) H ‘ @
Spec = 16,78 mm

= 6ef =16,8 saul7 mm
(45,59) 47,24

N 14 491
@7/ g/ (4'79)

K

'"ffé'"'“';?;'“'

5426

8,586
N

Yc

74.78

(72,17) @ @

O-K,(B)dr = +29,8, TK,(B)dT = 4,91, gy = 30,59, 0, = _0,79 MPa,
a, = 9,12 O; a, = 99,12 °

1)
)
s e o 625
E1,A1,01 @ a @ E;, Az Q) i @
) @ 18111
X E 37,5 !
75 é_#
X-F
@ . @ TSI Nt
X 13,2 83,5
HENTm

@ 30 4 I e H{? @
HnEnm Sl

86




C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

_ 80-10%-2-400
F="105-800
X-a Xa (X—-F) 2a
+ +
E,A  E,2A E,24
0,2-2-10°-400

=X =40000 — 4200 = 30000 N = 30 kN

= diagrama (N) pentru eforturi si tensiunile conform diagramei (o) in MPa
Ng-a+N9-3a_N9-4a
EA EA ~ EA
7
Ng = 1 a, AB8-EA=16800N = 16,8 kN = diagrama (Nf) si tensiunile (af)

= 0,8 mm = apare reactiunea X

a
=0—X+X+2X—-2F)=—
+ 0 EA( +X+ ) 6

AMg=a,-aA0+2a,-3a-A80=7Ta;-a-A0 =

1)
. a NS Fa
Xl @
L2 4
YF
F F F
. £
. k4) @ZW
i ; Aor s
? = i
1-2a 3 [T 4
1a

NS
NS

ST

4
I

F a5
El Ajg= ———
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

V) a. :
) P . IDiFF+ Gy

M, = 9,55— = 0,955 kNm; | M N |

Dn wut : ﬂ st

= BN\
M1=F171=F1-1205Mt ~ nn\§‘\“
955 Nm
s, T

p ()

M, =F, 72 =F,-200 = M, F27892 000 N

i
= F, = 4775 N ‘ @
My = 1111,165(7) Nmm;

5535 N ;
M; ;y = 907,822 Nmm; 871,37 Nm
1107 Nm P
= M; ocpp = 1465,167 Nmm 3979.17 254,667 Nm 12733
31465167 - 32 @
dnec = W = 45,35 mm
4775
V) b.
M, = 9,55 P 1,91 kN M e Y
=7 — =1, m, "". : N .
t " g (s (] s
M, =F,—=F 120 = M, T NG
2 10,55 kN
1,91 kNm i8,3(6)

= F, = 15,91(6) kN;

> (M)
M2=F27=F2'2005Mt

@ 1146kNm  1719kNm
= F, =955kN

M qy = 2,401 kNm; | @

M; ) = 2,3989 kNm;
:Mi,eChIII = 3,068 kNm 1,673 kNm

2,11 kNm
313068000 - 32
= dnec = 160 -7

dpec = 58,02 mm
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari
Locala 2012

)

pa?

1,1(6)pa

wwwm?wwv
V.~ L Z

~12.1(6)pa K

0,8(3)a

O s

0.8(3)pa

1,347pa?

il
M 1,3(3)pa?
.\2,3(3)pa2

yc = 83,68 mm; Ypax = 116,32 mm; yx = 98,32 mm; I, = 60,207 - 10°® mm*;
Wy min = 51,76 - 10* mm?3; M; o = 2,3(3)pa® = 2,3(3)p - 108;

Omax = Oa = Pcap = 35,49 N/mm = 35,5 N/mm )
Ty = —2pa = —=70980 N; M; p) = pa? = 35,49 -10° Nmm; S,k = 231811,2 mm3;

O-K,(B) = _57,96, TK,(B) = _9,11, o, = 1,4‘ MPa, 0, = _59,36 MPa, 0[1 :—8,720, a2 :8L270

1)
a) XM)p=0
NS -a=N{-2a=NF =2N¢
J
5 = |AL,| + 2 A, (®) . N ]
NS2a 2Nfa Na e o
P pea L Noa o A—T /ggoc
EA EA EA D — % 3
“2
&
= N$ = 1570,8 N; NY = 3141,6 N. LA
by EM)p=0
NP -a+ NY-2a=2pa? 2 A7 =AY = 5
N)2a 2Nfa » .
=1 ~EA4 >N, =3N; >7N; =2pa 2pa
’ (8) u N} TNE’
= NP = 3428,6 N; N} = 10285,7 N; §>‘ A :
Prin insumare algebrica se obtin eforturile: TTe-- -/5 -4 * AL,
~=--%

N; = 6570,2 N; N, = —8715 N; ALy
si tensiunile: o; = 20,91 MPa si o, = —27,74 MPa.
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

0
Nla 1N;2a
C) ara-Af —4—=-—2—;
3A 2 EA

)

(ZM) =0 N a=Nf 2a NP =2 N
B

, EA-a-DA0 , 2EA-a-Ag
N2=—7 ;N1=—7 ;

, 2E-a-16
= of = —————= ~21,6 MPa = 0,, = ~0,686 MPa

1
2F

@ 2F @
L) ()

2F 2F  F

@ 20 Fd

10 Fd ‘l, 1710 Fd —
10 Fa 7
‘ ‘ 20 Fd ‘ﬁ
@ : @ 10 Fd

Mi sy = FAV500; My sy = 0,3 Miecn,s) = Fd V500;

10 Fd

N\

Mi,(4) = Fd V425; Mt,(4) =10 Fd;> Mi,ech,(s) = Fd V525;

= Sectiunea periculoasa: (4)

8 Fd V425 F
Ny =2F >0y = —dZ’ M; ) = Fd V425 = OMyay = gz = 659,7 —
32
F F
Me() = 10 Fd =1y, = 160 —73;= 0.y = 6677 —5;
Oecn(zy = 740,42 — — = = 140 MPa = dye, = 58,02 mm = dgs ~ 58 mm
10 Fd
C3 Qg
C; Q,
10 Fd
5Fd LQl

C1

()
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C.C.Teodorescu

N, =50 Fd?; me, = 2,5d;
'QZ =25 Fdz, mcz = 2,5 d,
25 10
03:7Fd, mC3=?d;
Fd3
0,3y = 229,1(6) 1

51,’(3) = 0,805 mm

Raspunsuri si rezolvari

V)
—>
2pa
4 A 2 pa?
4 g 2 pa?
X1
13a . 1 —
1
[T \

_ _ A10
A10+611X1_0:>X1__6_;
11
1 3
El'Ajo= —32a- 2pa212a = —2pa*;
1 4 1 26
EI611=52a-2a§a+§2a-3a-2a=?a
¥ 3
=>X, =—
1773 pa
61,h50;
P 1 23 3 3 27 pa*
L = o2t 3 PA S T o6 TRl
5 27 pa*
=6 =— —
1726 EI
1 31+1 o 3 1_22pa3
$s =P 261 % 13 PY T I3 E
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 2013

M=P<§@ (») 2a @
1%\3 @ 2a
2,(3) pa v 2p
4,(3)

)

gl " ~| B
] (™M : o
i dﬂ) H ] 0.(3) pa % =
—
% - N
%/ G 17,416 |5/2,816

W ® ©
W

1,(3) pa?

2

4 pa

1714,9477 t*

Yo =71t Iy = 1714,9477 t; Wz = —o—— = 192,691 ¢*;

3| 4-20-10°
thec = \/—192,691 150 = 14,04 mm = 14,1 mm; yx = 3,1t; g1y = 17,416 MPa

2,(3)-20-10% - 122,4¢3

b =61; Sy =4t-6t-51t=1224t% 1y =" o ——— = 2816 MPa
1)
9pa
Nop=9pa;, >0 ——1,3263 ;
\/_ a?
M =V81+4 pa =0y, = D3 P = 33,1377 p;
- (1-08%)
=0 =0y + oy, = 34,464 p;
2 4pa2
Mt,(4) =4pa® =Ty = 7TD = 7,1886 p;
—(1-0,8%)

= Oecnii = 37,3426 p = 04 > peap = 4017 Ny ;= per = 4 N/mm
11 , 3 1 .1 4 ;
ou) = EI(BIZa'lea 'Z'2a+§'2a'2pa 'a+§-2a-8pa ‘3@ )+H8pa -2a
54,6(6) pa*
v@® =T g
92
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

il 1 " AL
® s @ pa?

9 pa?
4pa?
pa? S
/Zpaz 1-2a 1-2a
/
2pa? ‘
T
M |
1-2a
1)
NO L5aF,; 6 =2fr200 o0 15F 200 o e (6)N
. = . = = Lt = =
A=l Q=g o4 T T 7 10%-2-400 ° ’

N9, = 1,5- 18666, (6) = 28000 N; N2, =0; F*=30000— F, = 11333, (3)N;
N*=1,5-F* =17 kN; N* = Nj, + N};;

WY Now _ Nav o = EA e 3
= = e = — = —
“Ni=N"=Njg==N* = 68kN; Ny == N' =102 kN;
= NAl = 34‘,8 kN, NOl = 10,2 kN, Oy = —4‘3,5 MPa, Op1 = —25,5 MPa,

Notam cu indicele 1 marimile care se refera la cilindrul din otel si cu 2 pe cele din cilindrul de Al.

N N 3
N, + N, = 28 kN; Afy = Ay & a, A0 — — = a,A) — —— & EA(ay — ay) - A0 = =N, — Ny;
EA, EA, 2

3 5
Ny =N, — EA-Aa- 06 =2 Ny = 28000 + EA - Aa - A6

2
=N, = N,; = 13216 N; Ny = No; = 14784 N; = 0,41 = —16,52 MPa; 04,0, = —36,96 MPa;
S =15-Al,, = 15(200 12 1o 36’96'20()) = 0,0168
L 106 21-105 ) mm
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

V)
M, X,

A10+611X1+612X2:0 J(
A2() + 621X1 + 622X2 = O
b= 2 00 2T — 103407 a3 *

=5 t—F7=2a+—F—=-7a=10, a3;
11 2 \/§ \/g 3 @(
o) _ﬁ.iz =308 a3:

22_\/5 3 a =y, a-,

4a? 7

621:612%'50-:5,4‘0.3; 60° @
A 4aM0 231 M, > T

—_ -a:_ , a
20 \/§ 0

O~ 185%™

0,185 M,

{i

7 0,185 M,
0,12 M, : 0

Mo
0,12 — X
0’12 % @ a @

94
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Locala 2014
)
F @ F/a
@VVVVV YYYYYVYVYYY YYY
3 4 (3) £
Vi=4,5 F
< 11,77
F v 1,5F
1,5 Fa C)
1,625 Fa ﬂmﬂﬁ
il
. 649,2565 c* ,
ve = 5,04 c; I; = 649,2565 c*; W, pin = ————— = 93,284 c~;
’ 6,96 c
3/1,625-8-103 103
Cnec = |~ o3284-150 /0 MMm= Cer =98 sau ll;
yi = 0,96 ¢; a1y = 18,85 MPa
b =2¢; Syx=36c23,96c—20c?3,46 ¢ = 73,36 c3;
1,5-8-103-73,4 ¢3
Tg,(1) = — 3¢ 6492565 cF = —7,063 MPa (¢ = 9,8) sau — 6,78 MPa (¢ = 10)
1)
a) N =N,
2 N9 cos30" = NP
V3 NS = NS;
§=A0, + —2—
17 cos 30
5= NS-a Nf-a 1

+ 55
YEA = EgyAp cos?30

E
E1A1 = EgiAp; + ?0131401 =2Ep Ao = 2EA>

NS-a NP-a-4 NP-aj1 4
6= + = (— + >
2EA  \3-3-EA 2EA\2 33
8 6 EA 5 5 _n& 5 5
= N{ = ———oo= 32472 N; N = 32472 N; Ng =Ng = 18748 N; Nio, = N = 16236 N.
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

b) 2N -cos30"+ Nf =F;
Aff Nf-a Nf-a
s & = 5

cos 30 2 EA cos230"EA

A =

= Nf = §N{;:>

NF = NF = 0,227F = 27,24 kN;
Nf = 0,606 F = 72,748 kN;

N, = N{ + NF = 105,22 kN;

NP' = N = 52,61 kN;

N, = N3 = Nf — N = 8,492 kN
2! = 26,79 MPa; o' = 8,93 MPa;

1)
pa

2paF

®

2pa

Sectiunea periculoasa este cea in care T=0, (la distanta a de incastrare).
Eforturile si tensiunile sunt:

N=2pa=oy= 2,(2)%=0,707p;

M; = pa®\[4,25 = gy, = 305,415 % =97,217p

= 0, = 307,637 g = 97,924 p;
M, = pa? = T,yqe = 74,079 % =23,58p

p

= Ogennr = 341,455 _— 108,688 p = 0, = 120 = pqp = 1,104 N/mm
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

V)

2 = =

A
A10+611X1 = 0, :Xl = ——

811
a?? 22 23 25 5 7
EI611:27§a+ a §a+2a Ea+a §az6a :>X1:1_8pa
7
18°¢
P HSIE
S
7:
2a @ %pa
7
1,805 pa R 3gP%
2Tl
I 7
— 18P¢ —
e (@
3677
1
1-2a .
s |7
o @
14 7 7 0,16(6)
N 3.1_2 2 " 1 = 2 1)= 3
i 51(3pa ¢ 1gP? T4 1gPe El P@
14 3.3 , 7 L7 4\ 0704

97



C.C.Teodorescu

(3)
ZVEO=>V1 = =pa;
yc = 8,5 t,

I, = 2255,6(6) t4;

2255,6(6) t*
amin = "g5¢

. _%|B3-6-6002
nec = 126537-150 o

Yk = 5,5 t; O-K,(4-) = —97,06 MPa

by =4t; S, = 144t3;

Tk (4),max = —482 MPa

(2)

= 265,37 t3;

2015

Raspunsuri si rezolvari

lF:Zpa p

3 2a : ‘ 2a=1,2m
A2ra @ &
2 1,5 pa
% 1,5 pa Epa
LT @
0,5 pa
2,5 pa
2,5 pa? 3pa?
0,5 pa’
\\\\\\\ m £
C; o
- : NN =
L) i " K W -
0 ; NQ TK max
i N —_— 97,06
A3
cos 45

Bara (2):

£, =V24 Ao, =3 -1m-100; 45, = - 100; E,A, =2-10°-

=3EA+ 115,4—715,4
- 27772

2

3m-d
+1-10°

- d?
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

Conditia de echilibru:

N5
M) =0=>NS-3—N$-cos45-1=0=>NS = —=;
(Z )B 1 2 1 3\/5
Conditia de deformare:
A8
§ — ALY 2/cos 45° A63
tg o = = S6—AM=3-—=206=3208+A0 &
NS-¢2 NS-¢ 12 NS-¢ NS¢ ¢ /12 1
6=3V2 S —+ =T T g'ﬁ<7+_):6
7EA 6\/7EA 6\/7
5 §-EA 5 5 5. 3 5 s 05
< =W=6859N; NJ = 1617 N; N{y, = N§ -7—/2=5879N; N2y = NS -§=980N
s 1617 s s
o1 = m = 2,57 MPa; 0'2'01 = —6,24 MPa; GZ,Cu = —3,12 MPa
b)
APE
o A’BF 2/ o
(ZM) =0=>NF-3—N§-cos45" - 1=F -2 tgep =—= cos45°
B 3 1
Nf-¢ N - 22 24 24 V2 2
=32 -———— N =—NF=>—3-N+—N'=2F=>Nf = F=0,182F
2 EA V2 Tea 1o 7727y 2 52 2 710,993
2
F F F F 3 F
Nf =7277 N; Nf =0,6238 F = 24951 N > 0; N, = N} -ﬁ=6237,4N>0; Nfcw
0,5
= NJ-—==1039,6 N > 0;N; = N{ + Nf = 26568 N = 0, = 42,28 MPa;

3,5

NZ,Ol = 358,4N = 0-2'01 = 0,38 MPa; NZ,Cu = 59,6N = JZ,Cu = 0,19 MPa

c)

V2
(ZM) =0=Nf-3=Nf =1
B 2
N9
> NP =2 )
' U3V2
0
tg o = Afro — Alang = At ALY
T 25“<E
NP - Nf 22
£ia- 0O — =3vVZ- N
14 24 =32 3,5 EA
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C.C.Teodorescu Raspunsuri si rezolvari

EA-a- A6

= 12346 N; N? = 2910 N;
1,832 o ’

_N19+12 NZG_NZG(1 12
2EA' 7 EA EA

—+—>:>N9 =
6v2 7 2

Nf o = 10582,3 N; Nf¢, = 1763,7 N; = Ny = 23658 N; Ny o, = 10941; Ny, = 1823 N;

©)

g
Sectiunea periculoasa:

INCASTRAREA: (5) F @

Mi,(S) =2Fa; Mt,(5) =Fa=> ‘ 2Fa

Cy
M;ecn = Fav's = 800V5 F. : ‘ ‘

Q
_ nmdje.  BOOVSF °

Wanee = 32 150

Foap = 4215 N;

Fa

AT SIATL
P

1-2a
T-Za

I

1 1
517’(2) = E(.QZ 'mCZ - .Q3 'mc3 + Q4_ 'mc4 + Q5 'mcs + .Qﬁ 'mCG) +G_]p(08 'mCS + .Qg 'mcg)

M2

3 3

2+3-2)=14 "2
0,8 EI - EIl

_Fa3<12 11+15 12 24)+ Fa
T EI\23 23 23 23 3
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Raspunsuri si rezolvari

T mcs =1 m65 =1
mCR =T — —
1 1
(m)
1.1 /
<l

1 1 Fa? /1 Fa? Fa?
(p(3):E('(“)5 mCs Q6ImC6)+G_Ip‘QSImC8 ::E(E]‘_ 1)+0,8E1 = E
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Raspunsuri si rezolvari

Ao+ 68X, =0; X 810, pra <3p{)31 9p£3£+9p€35£) 10,875 p*
= ;3 = ———; = — — — = — ) p ;
10 1141 1 511 10 2 2 2 2 4
22 5 L4 s
E1611=27§{’+ 2P 42¢ §{)=4,3(3)# =X, =251p¢
P
JId V3V VPV II I @ 25100 [
R 1000 3¢ €
i1,49p
I} £
2,_,
Ol .
2,51 pl 1,87 pt?
1,49 p¢ pt?
T " \ Tl
PUA-
A i
@ 2,51 pt % 1,51 p¢ @ —
2,51 pt?
8 pf? '
32 pf3 C 2,51 pt?
@ = 3 |8 ?
C*
\1\“““ H\H\ w ‘ C7
@ 2,51 p#?
5,02 p#?
1-4¢ -
e 31 mC7__€ T T‘g
‘ \ 1-¢
10{
s
32 p#3 1 4 10 pt*
El- 63, = -3¢ + Efz 2,51 p£-§£ —24¢%2-251 p{’-?{’ = 16,94 pt* = 55 ,= 16,94 T
" £ 1 5 9 p#3 3pt3
El-85p =2 251pe-—+ —£7-251pL - £ =247 -251pL - £+2-—— £+ —— 4=
pt*
8cpn =799 —
Sh El
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I11)  Sedau: £=0,5m;8=0,5mm; Acy = 3-AoL; EoL = 2:10° MPa; 0loi = 12:10 [1/°C]; AoL =
2 3
600 mm?; Ecu= 3 Eor; Olcu = p Oloi. Se cer:

CU, ACu, ECu 6 CU, ACU, ECU

<3ﬂ0 # ?O

T zlli
15 = 15
ﬁ 30 ﬁ

o 0 el ]]] # S]]

ONONONG

®EE G

IHSHiNEnnnesm
15 15 100
L T
30 30 30 33,(3) 33,(3)

8) Fuec =?; EoiAo1 = EA; EcyAcy ==~ 3A =2EA; Y EA = 3 EA;
F-20 F-20_ F-f(z §-3EA_05-3-2-10°- 600

= e (S 42) = 62 R = = = 45 kN;
YEA EA EA nec 87 8-500

3

Dupa anularea jocului fortele axiale din cele doud materiale sunt:

! ! ! ! ! EA 45

b) F'" =45 kN este preluat de ambele materiale, de la inceput, in proportia data de rigiditatea
fiecarui material. Prin insumare rezulta eforturile finale prezentate in diagramele (Noi) si (Ncu).

Tensiunile din fiecare material, pe fiecare tronson, sunt aratate in diagramele (oor) si (ocu), in MPa.
¢) Tensiunea maxima de compresiune in otel este: g,; = —100 MPa.

Pentru ca tensiunea din otel sa se anuleze, este necesar sd micsoram temperatura barei din otel.

—100-10° .
09,01 = E-a-A8 =-100= A0 = 210—512 = —41,6(6) .
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o
Q
\
\
N\
N\

°
Q

2 pa @ ]’/

<23 _AW@L m

Sectiunea periculoas3: INCASTRAREA, in care: N = +30 pa; M, ., = 4V2 pa?; M, = pa®.
Tensiunile: oy = 1,4921 p; OM; ey = 7,0337 p; = 0, = 8,5258 p; Ty = 0,6217 p; =

Oecn,(3) = 8,616 p = 04 = Pegp = 18,57 —;

rg. 185725022250 32
Pk =g 10% - 7-80%

= 0,0018 rad = 0,103°.
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Formule pentru calculul la INTINDERE

Efortul: Forta axiala “N” = - Tensiuni normale o;
- Deformatii specifice liniare €.

o= % < 0,= CONDITIA DE REZISTENTA la intindere, >0« N>0

Intre tensiuni si deformatii este valabild legea lui HOOKE:

oc=¢E
, unde E = modulul de elasticitate al materialului, (constantd cunoscuta).
Deformatiile se calculeaza cu:

JAVA N -/
‘9:7,unde: Af:ﬁ,
relatie care se aplica pe intervalul de lungime L pe care nu se modificd nici N, si nici
rigiditatea la solicitarea axialda EA;
Deformatia totald se obtine prin insumarea deformatiilor calculate pe fiecare interval unde

se pastreazd constante eforturile si rigiditatile:

AE = Z( AEk)
Variatia de temperaturd determind o variatie a lungimii:
Aly,=0-a-AG
unde: o = coeficient de dilatare termica liniara

AO = variatia de temperatura

Daca dilatarea este permisa, (in sistemele static determinate) = NU APAR EFORTURI si

implicit nici tensiuni suplimentare;
Daca dilatarea este impiedicata, (nu este posibila < Sistem static nedeterminat) =
APAR eforturi suplimentare:
N,=E-A-a-A0
si respectiv tensiuni suplimentare:
c,=E-a-A0

Obs. 1.Tensiunea suplimentara datoratd variatiei de temperatura nu depinde de aria
sectiunii transversale;

2. Daca temperatura creste, AO >0 = apar No <0 si Oo <0, (bara solicitata la
compresiune);

3. Daca temperatura scade, AO < 0 = apar Ne¢ > 0si Go > 0, (bara solicitata la
intindere).

Dacd sectiunea unei bare este neomogena, de exemplu compusd din doud materiale cu
rigiditatile: E,A, sirespectiv E,A,, atunci fiecare material va prelua o fractiune din efortul total
proportionala cu rigiditatea materialului respectiv:

N=N,+N,

, _N_EA N =N
S1 1 Z EA, respectiv 2 Z EA,

Tensiunile din cele doua materiale vor fi:
E E,

L . o,=N
ZEiAi SI ZEiAi

c,=N
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Formule pentru calculul la INCOVOIERE

Efortul: Moment de incovoiere “M;i” = - Tensiuni normale o, cu variatie liniara;
- Deformatii specifice liniare €, cu aceasi

variatie.
o= W:a <0, = CONDITIA DE REZISTENTA la incovoiere,
Tensiunea normala diny punctul K al sectiunii (*) se calculeaza cu:
oy = M7 Vi

, semnul tensiunii depinde de pozitia punctului K in raport cu fibrele intinse de catre
momentul M; din sectiunea (*).
Tensiunea tangentiala din punctul K al sectiunii (*) se calculeaza cu:

z

(*) N T( )'SZ,K
T =—
by -1,
, unde: - T™ este forta taictoare din sectiunea (*);

- S, « este momentul static la nivelul punctului K;
- bk este grosimea materialului in dreptul punctului K;
- I; este momentul de inertie in raport cu axa de Incovoiere.
Tensiunile principale din punctul K se calculeaza cu:
o, = iii,lci + 41
' 2 2
Directiile principale, in raport cu care se obtin tensiunile principale, se calculeaza cu:

1 27
oclziarctg( KJ; o, =0, e

Oy

N

Daca materialul are comportare diferita la intindere si compresiune, ( 3 atit Gat cat §i Gac)
atunci se aplica ambele conditii de rezistenta:

c =—-<0¢ . c.=—<0c
maxt a,t 1 maxgc a,c
W § W,

o . o .o ,MAX o .
Obs. 1. Daca tensiunea maxima efectiva (= Cer,wax =W ) corespunde fibrelor intinse,

z,min
atunci nu se mai fac calcule si pentru compresiune;
2. Asezarea economica a unei sectiuni este cea pentru care tensiunea maxima efectiva

— Osmax - corespunde fibrelor comprimate; pentru acest caz se aplicd ambele conditii de
rezistenta:

_ H i,max
ef MAX = W ac 51 maxt W Sl W )S Ga,l ,

z,min z,max z,min

*

Unde Mi,max reprezintd un moment care intinde fibrele cu modul de rezistentd minim si are

0 valoare apropiatd de cea maxima absolutd M vax , daca exista pe diagrama (M;).
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Formule pentru calculul la RASUCIRE

Efortul: Moment de torsiune “M¢” = Tensiuni tangentiale t, cu variatie liniara pe raza
Deformatii specifice unghiulare y, cu aceasi variatie

Tensiunea tangentiala din punctul K al sectiunii (*) se calculeaza cu:

, unde rg reprezinta distanta de la centrul sectiunii la punctur K, (raza punctului K).
Deformatiile unghiulare:

4
= tap 172
- totala: Ap, =
G-I o
11-2

_Ap, Mt,l—Z

) : ificy: Y1-2 — o
rotirea specifica: (1, G-I 0
11—

Calculul de rezistenta:

t,max -
Tmae = T\ =% = CONDITIA DE REZISTENTA la risucire,

p

180

Ml max
O = Gl 10009, _ cONDITIA DE RIGIDITATE la rasucire.
p

Unitatea de masura pentru Omax este [°/m ].
Caracteristicile geometrice : momentul de inertie polar Ip, si respectiv modulul de rezistenta
polar Wj:

T d4 TT - d3
| = W = Ce . .
P 32 »~ 16 - pentrusectiuni circulare pline cu diametrul d;

=25 R 6]

- pentru sectiuni inelare cu diametrul exterior D si interior d.

Intre putere, moment de torsiune, viteza unghiulara si turatie exista relatiile:

P P
M-2 . M =955- . M =702"
® ’ n n
Cu aceste relatii Mt se obtine in [KN-m], daca puterea P se introduce in [kW], pentru primele
doua relatii si respectiv in [CP], pentru ultima relatie (7,022).

Obs. 1. In conditiile de rezistenta si de rigiditate M se introduce in [N-mm], rigiditatea G-I,
in [N-mm?], (G in MPa si I, in mm?®).

2. Un arbore cu sectiune neomogena (2Glp = Gilp. + Gel2 ) va prelua un moment de
torsiune astfel Incat fiecare material sa preia o fractiune proportionald cu rigiditatea sa:

M. =M . G,l, M. =M. . G,l,
M =M. +M de- u— W' . 27 Tt 2
t 1 t2, unde: ;Gilpi $1 ;Gilpi
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Formule pentru SOLICITARI COMPUSE II

Daca in centrul sectiunii celei mai solicitate:

91 N= 0, Mi # 0 si Mt= 0 atunci pentru My 0 = tmax care se calculeaza cu: ¢ =—1t
Starea de tensiune este evaluata cu: W,
. . . O =+JOL +4-72. <O
In relatia de mai sus: ech(3) t max a

o, =0y +0y,

I,rez

Unde Mi re; este valoarea maxima a momentului de incovoiere, calculata cu:

lar tensiunea:

Daca in centrul sectiunii periculoase exista doar Mire; # 0 si Mt # 0, atunci se va calcula un
moment Mi ech(3), CU:

M iech(3) — M
Dupa calculul lui Miechz), Se va calcula:

2 2
+ M,

i,rez

_ M i 3)
Oeh3) = W

z

Modulele de rezistentd, pentru o sectiune circulara, se calculeaza cu:

W _7Z'-d3 W _7r-d3
: 32 P 16

Pentru o sectiune inelara:

O R0 IRGE S RC)

Pentru arc:
-tensiunea: M, 4T z-d? ( d j
Toox =—— +t——= 1+—§
Wp 3 A 16 3R
- sageata:
_64-F-R*'n
- G-d*
Obs.

1) Pentru problemele de dimensionare, de reguld, se neglijeaza tensiunea normala (o)
datd de forta axiala. Dupd dimensionare se recalculeaza tensiunea Gech(3) cu relatia (1) luand in
considerare si ON.

2) Daca lungimile barei sunt exprimate in functie de diametrul sectiunii, (20d de

exemplu), atunci dimensionarea este posibila luind in considerare de la inceput si influenta
fortei axiale N.
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Sisteme static nedeterminate solicitate la incovoiere.

Ridicarea nedeterminarii presupune rezolvarea sistemului de ecuatii canonice in raport cu X;:
Ai= Ai0+8i1' X1+ 6i2 X2+ +6,-n'Xn = 0

Coeficientii Ay si 8;; se determind cu una din metodele energetice pentru calculul
deplasarilor: metoda fortei unitare, regula de integrare Veresceaghin sau metoda Castigliano.
Primele doua metode presupun:

1. — se incarca sistemul SB, pe rand, cu cate o sarcind unitard aplicatad in sectiunea si pe
directia fiecarui X; , si se scriu legile de variatie m;, (sau se traseaza diagramele (i), i=1 ... n);

2. — se incarci sistemul SB cu sarcinile exterioare si se scriu legile de variatie M{ , (sau se
traseaza diagrama (0));

3. — se calculeaza coeficientii 4;, 6;;, (s€ va tine cont ca §;; = ;).

La utilizarea metodei Mohr-Maxwell coeficientii se calculeaza cu expresiile:

17" 17"
dx 0 dx
5if=2f"‘i'"‘fm‘ Ai°=zf"'i"”igk-1k
k o k 0

care se integreaza direct, sau cu regula lui Veresceaghin. In expresiile de mai sus k
reprezintd intervalul pe care nu se modifica nici una din legile variatiei ale momentelor, (m;,
m;, M?), sinici rigiditatea, E Iy

Regula de integrare a lui Veresceaghin se poate utiliza in cazul sistemelor compuse din
bare drepte, coeficientii calculandu-se in acest caz cu:

1 1
5iizzk:Ek.Ik“Q"'mfk? Aw:zk:mg"'mck

in care: (2 sunt suprafete luate din diagramele de moment (i) sau (j), pentru o;; , respectiv din
(0), pentru 4;o ; m., sunt ordonatele centrelor Cy, , ale fiecarei €2 , luate din diagramele de
momente (j) sau (i) , pentru &;; , respectiv din (i) , pentru A;q.

Pentru trasarea diagramelor de eforturi se poate proceda in doud moduri:

a) se recalculeaza reactiunile, (pentru sistemul SB incarcat cu sarcinile exterioare si cu
marimile X; deja calculate), se scriu legile de variatie ale efortului cautat, (M;, T, N, etc.), pe
fiecare bara si se traseaza apoi diagrama corespunzatoare.

b) in cazul utilizarii metodei Mohr-Maxwell, diagrama (M;) se obtine prin
suprapunerea peste diagrama (0), a diagramelor (i), amplificate cu valorile gasite pentru
fiecare X;:

M;(x)= M (x) + X1 m;1(X) + Xp - miz(X) + -+ Xy My (%)
unde: - M;(x) = momentul incovoietor dintr-o sectiune oarecare X;
- M9 (x)= momentul incovoietor produs pe SB de citre incarcarile exterioare;
-m;q, M5, -+, M;,, = momente incovoietoare produse in aceeasi sectiune (x) de
incdrcarile cu cate o sarcind unitard aplicata in sectiunea si pe directia fiecarui X;.
Calculul deplasarii unui punct al sistemului static nedeterminat, dupd rezolvarea
nedetermindrii se poate face cu:
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o 3 ey [ [
X
kOEkAk E I, Gl

unde: -N, M; , M, = eforturile din sistemul static nedeterminat ;
-n, m; , m, = eforturile determinate, in sistemul (SB), de o sarcina unitara
aplicatd in sectiunea si pe directia deplasarii cautate.

Observatii:
Gradul de nedeterminare se reduce in cazul existentei simetriei geometrice si a simetriei
incarcarii. Astfel:

— pentru un sistem simetric cu incarcare simetrica, se cunoaste ca eforturile
antisimetrice, (T si M), sunt nule in sectiunile cuprinse in planul de simetrie si deci in cazul
unui sistem plan gradul de nedeterminare scade cu 1, (T = 0);

— pentru un sistem simetric cu incarcare antisimetrica, eforturile simetrice, (N si
M;), sunt nule in sectiunile din planul de simetrie si deci gradul de nedeterminare scade,
pentru un sistem plan, cu 2;

- Pentru un sistem cu simetrie in raport cu un punct si antisimetrie a incircarii in
sectiunea punctului existd doar moment diferit de zero (M; # 0)

- Pentru un sistem cu simetrie in raport cu un punct si Cu simetrie a incarcarii in
sectiunea punctului momentul este nul (M; = 0)

Metoda eforturilor pentru solicitari axiale
Aplicarea acestei metode presupune aceleasi etape ca si-n cazul sistemelor solicitate la
incovoiere. Particularitatile constau in:
1) — calculul coeficientilor din sistemul ecuatiilor canonice se face cu:

1 (&
Ajo= § _J Ny -ny,;- dx (1)

1 (%
®ij = Zk:E_AkJo N, Ny,j- dx (2)

unde: - Ni° = efortul axial din bara k, care apar la incircarea sistemului SB cu fortele
exterioare;

- Nk, , Nkj = eforturile axiale din bara k, care apar la incarcarea sistemului SB cu céte o forta
unitara aplicatd, pe SB, in sectiunea si pe directia lui Xi, respectiv X;.

2) Pentru un sistem supus unei variatii de temperatura, A0, fata de cea de montaj, ecuatiile
canonice sunt:

de'xﬁd?" =0; (i=12..,n)
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unde & sunt calculati cu relatia (2), iar A §, reprezinta deplasarea dupa directia lui Xi
produsa pe SB de variatia de temperatura, si se calculeaza cu:

) 1 (%
A :ZE_Akfo ng,; a- 40 -dx

, unde — o = coeficientul de dilatare termica liniara; -k = numarul de identificare al barei.
3) Pentru un sistem cu inexactitati de executie, wi, (“defecte de montaj”), eforturile produse
prin montarea fortata se determina cu:

n
Zé}j'xj=wi+znc;i'wci (i=
j=1 c

unde: w; = inexatitatea de executie dupa directia lui Xi; n¢i= forta axiala pe directia
inexactitatii we, produsa de pe SB de incarcarea Xi=1.

INTEGRALE uzuale:

1,2,..

,n)

f() z ][. 37 T ?
X ‘ f(p)de | ¢ f(p)dep f(p)d
[t |1 [ t)dp| 1 [ e
0 0
S|n¢ 1 2 1 0 -COS¢
coS 1 0 1 0 sing
sin’ ¢ z z 3z 7 1(,_sin(2p)
4 2 4 2 v 2
o g 7 £ s |, | i, e
4 2 4 2772
sing-cosg 1 0 1 0 sin’ @
2 2 2
1—cosg 74 - 3 4 . p—sing
2 2
- .
(1-cosg) 3—72-—2 sz 9—”+2 37 E(p—Zsingo—M
4 2 4 2
(1-cosg)-sing 1 ) 1 0 sin” @
> —COSQ —
(1-cosg)-cosg 1.% z 874 . Sinq,_ﬂ_M
4 2 4 4
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