3. MODELAREA SISTEMELOR FIZICE

3.1. Introducere

Observarea si masurarea au constituit principalele mijloace prin care s-au
desfasurat activitati de cunoastere.

Prin aparitia teoriei sistemelor s-au deschis cdile aparitiei si dezvoltarii
modelarii.

In etapa de analiza a sistemului, constructia modelului se incadreazi intr-o
succesiune de etape rezultand in final modelul matematic asociat sistemului fizic.

» Definirea “granitelor” sistemului. Toate sistemele fizice lucreazd 1n
interactiune cu alte sisteme. Din acest motiv este necesar sa se defineasca
aceste granite.

» Definirea ipotezelor simplificatoare / a aproximatiilor admise. Modelul trebuie
sd includa ce este esential din sistemul fizic. Dacad sistemul este prea complicat
utilitatea sa devine discutabild.

» Stabilirea ecuatiilor de echilibru / bilant pentru sistemul fizic (sau pentru
subsistemele componente) si definirea conditiilor suplimentare.

Modul de abordare trebuie sa aiba in vedere 1insd si specificul fiecarui tip de
sistem in parte. De exemplu, echilibrul energetic — energy balance — poate avea o
interpretare fizica si una filozofica. Interpretarea fizica a echilibrului are semnificatii
specifice domeniului de aplicatie: fizicd, biologie, inginerie, economie, etc.

3.2. Legi, modele si teorii fizice

Caracteristica fundamentala a sistemelor fizice o reprezintd materialitatea lor.
Aceasta implicd migcarea si existenta obiectivd 1n spatiu §i timp a sistemelor fizice.
Studiul sistemelor si a proceselor fizice are la baza principiul cauzalitatii: fiecare stare
din lumea obiectiva este efectul unor cauze care determina univoc starea respectiva.

Sistemele fizice prezinta proprietati mecanice, termice, electrice, magnetice, etc.,
care pot fi analizate prin etape succesive: observatie si masurare.

Concluziile obtinute in cadrul experimentelor permit generalizari referitoare la
legaturile obiective intre fenomenele fizice si a relatiilor existente intre marimile fizice.
Aceste legaturi si relatii se exprima prin propozitii, textual. Unele dintre acestea au un
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caracter fundamental si constituie enunturi axiomatice: legi, principii, postulate. Alte
enunturi au un caracter derivat din primele si constituie teoreme.

Pornind de la cele precizate, legile fizicii (in sens larg, mecanic, electric, termic,
etc.) se pot clasifica in:

e Legi de stare — care exprima relatiile dintre marimile de stare si conexiuni dintre
evenimente de stare simultane. Acestea se exprima prin ecuatii de stare: legea lui
Ohm, ecuatia de stare a gazelor, etc.

o Legi de evolutie — care exprima legaturi intre evenimente care nu sunt simultane.
Ele se exprima prin ecuatii de evolutie sub forma unor ecuatii cu derivate in
raport cu timpul: legea a II-a a lui Newton, etc.

e Legi de conservare — care exprima conservarea unor marimi fizice pe parcursul
unor transformari si in anumite conditii: legea conservarii sarcinii electrice,
legea conservarii energiei, etc.

In expresiile matematice ale legilor si teoremelor intervin si constante fizice de
proportionalitate:

e Constante de material — depind de natura fizica a sistemului iar legile care le
contin se numesc legi de material;

¢ Constante universale — nu depind de natura fizicd a sistemului iar legile care le
contin se numesc legi fizice generale.

Starile si fenomenele fizice se caracterizeaza cantitativ cu ajutorul mérimilor
fizice. Din punctul de vedere al felului cum se introduc in fizica, marimile fizice se
impart in:

e marimi primitive, care se introduc direct pe cale experimentala: lungimea,
tempreatura, masa, etc.;

e marimi derivative, care se pot defini cu ajutorul altora presupuse cunoscute:
viteza, acceleratia etc.

Experimental se constatd cd intre marimile primitive ale unui domeniu de
cercetare existd relatii care exprima raporturile obiective existente intre fenomenele
corespunzatoare acelui domeniu.

Fiecare domeniu — mecanic, electric, termic, etc. — este caracterizat de un anumit
numadr de legi, teoreme etc.

Mecanica clasicd se bazeazd pe un numdr de legi (postulate, principii
fundamentale) denumite si axiomele Mecanicii clasice:

o principiul inertiei - enuntat de Galilei si reformulat de Newton care il si
denumeste Legea I;

o principiul independentei actiunii fortelor - indicat de Galilei este formulat de
Newton care il denumeste Legea 11,

o principiul actiunii §i reactiunii — este formulat de Newton care il denumeste
Legea 111,

Un numar de enunturi sunt recunoscute in literaturd sub denumirea de teoreme:
teorema ariilor, teorema celor trei centre instananee de rotatie, teorema conservarii
energiei, teorema impulsului, teorema migcarii centrului de greutate, teorema variatiei
energiei cinetice, etc.

Teoria macroscopicd a fenomenelor electrice si magnetice are 12 legi
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importante: 9 sunt legi generale si 3 sunt legi de material (fig.3.1).

LEGI Legile teoriei
macroscopice a
fenomenelor fizice

\ 4

Legi generale Legi de material

- legea polarizatiei electrice
temporare

- legea magnetizatiei temporare

- legea conductiei electrice (Ohm)

- legea inductiei electromagnetice

- legea circuitului magnetic

- legea fluxului electric

- legea fluxului magnetic

- legea legaturii dintre inductie, intensitate
si polarizatie (in campul electric)

- legea legaturii dintre inductie, intensitate
si magnetizatie (in cAmpul magnetic)

- legea conservarii sarcinii electrice

- legea transformarii de energie in
corpurile parcurse de curent electric
(Joule-Lentz)

- legea electrolizei

Fig. 3.1 Legi si teoria macrocopica a fenomenelor electrice si magnetice

3.3. Modelarea sistemelor

3.3.1. Introducere in modelare

O notiune importantd, similard cu cea de sistem, o reprezinta notiunea de model.
Formularea unei teorii se poate echivala cu “construirea modelului” iar teoria ar putea
defini “modelul” realitatii analizate. Modelul va reprezenta sub o forma utilizabila,
aspectele esentiale ale sistemului existent. In domeniul tehnic modelul este intlnit si
utilizat printre altele si in scopul proiectarii.

Semnificatia notiunii de simulare este corelatd cu cea de model / modelare si
diferd in functie de contextul domeniului in care se utilizeaza. Din multitudinea de
definitii, am ales doud care le consideram ca exprima cel mai bine continutul
conceptului:

e Un proces de imitare a unui fenomen real pe baza unui set de formule
matematice [3.18], [3.26].

e Functionarea / operarea unui model in aceeasi manierd ca un sistem dat cand
acesta este caracterizat de un set de intrari [3.27].

Experimentatorul, in multe cazuri, a dobandit apriori unele cunostinte printr-o
intelegere fizicd a procesului ce se examineaza. Acestea pot da informatii asupra
structurii unui model conceptual pentru acel proces si probabil chiar o cunoastere
aproximativa a parametrilor acestui model.
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Avem nevoie de un model pentru comportare staticd sau comportare dinamica, a
unui model complet neliniar sau liniarizat ? Raspunsul la intrebare poate sa implice
criterii privind precizia doritd, abordarea dinamicad sau staticd etc. Modelul trebuie
realizat separat de proces — cu hartia si creionul — plecand de la legi fundamentale si
experimente izolate, sau se poate lucra in cadrul procesului cand ni se permite s
efectudm experiente cu procesul existent ? Ce consideratii economico-financiare
trebuie avute in vedere ?

Din acest moment numdrul de intrebari creste exponential si problema se
complica. lata cateva dintre alte intrebari posibile:

e Cum se va aprecia calitatea modelului ?

e Cum se vor folosi In model toate cunostintele pertinente ?

e Care este strategia optima pentru a obtine cunostintele care lipsesc ?
e Cum se vor trata neliniaritatile ?

e Cum se poate exprima un sistem complex printr-unul simplu ?

3.3.2. Categorii de modele matematice

Clasificarea modelelor poate fi abordatd pe baza mai multor criterii repartizate in
doua categorii, functie de ponderea reprezentata: ponderea de model sau cea de sistem
[3.18]. In prima categorie se pot include aspectul de esentd (configuratie geometrici
sau comportament), materialitatea (abstract, ideal sau material, fizic), natura
(conceptual, informational, similar, analog) si structura (sintetic, structurat). Din a doua
categorie se pot mentiona: variatia in timp ca semnal (continuu, discret, discontinuu),
mod de descriere (orientat pe ecuatii, orientat pe blocuri), predictibilitate (stohastic,
determinist), variatia in timp a parametrilor (static, dinamic), liniaritatea operatorilor
(linear, neliniar).

Analizam 1n continuare cateva categorii de modele:

o Modele liniare §i neliniare. Distinctia dintre cele doud categorii este datd de
principiul suprapunerii efectelor. Acesta este valabil numai in primul caz si se
referd la relatia dintre variabilele dependente de timp.

e Modele parametrice §i neparametrice. Prima varianta are n vedere o presupusa
descriere matematicd a dinamicii procesului in “ spatiul parametrilor”.
Coordonatele acestui spatiu sunt valorile numerice ale parametrilor modelului,
considerati ca iesiri ale acetuia. A doua varianta are In vedere modul de
definire a sistemului astfel cd problema modeldrii constd in a gasi
transformarea de la spatiul functiilor de intrare la spatiul functiilor de iesire si
care caracterizeaza sistemul. In acest caz nu se foloseste nici o informatie
despre natura fizica a sistemului iar modelul se numeste model neparametric.

o Modele intrare — iesire si modele de stare. Reprezentarea functionalitatii unui
sistem se poate realiza pe baza conceptului marimii de intrare u(#), a marimii
de iegire y(¢) si a marimii de stare x(¢). Reprezentarea intrare - iesire este
avantajoasd in cazul sistemelor dinamice liniare pentru care se pot aplica
transformarile Laplace si Fourier. Reprezentarea pe bazd de starea sistemului
prezintd facilitdti in analiza §i sinteza sistemelor automate in domeniul
timpului.
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Modele invariante §i variante in timp. Modelele invariante sunt cele construite
pe baza unor parametri constanti.

Modele continue si modele discrete in timp

Modele in domeniul timp si in domeniul frecventelor

Modele deterministe si modele stohastice. Posibilitatea determinarii cu
exactitate a marimii de iesire pe baza unei marimi de intrare cunoscute sau un
model care nu contine elemente aleatoare si care determind in mod cert starea
sau evolutia fenomenului studiat in functie de variabilele luate in considerare
definesc un model determinist. Modelul in care intervin, pe langa variabilele
masurabile sau observabile, una sau mai multe variabile aleatoare,
corespunzator efectului posibil al factorilor necontrolati prin variabilele
specificate Tn model defineste un model stohastic.

e Modele cu parametri concentrati si modele cu parametri distribuiti. Denumirea

de parametri distribuiti este opusa celei de parametrii concentrati si are in

vedere modul in care structura sistemului este luatd in considerare. Mecanica

teoreticd admite studiul unui corp ca fiind redus la examinarea migcarii unui

punct material atunci cand nu ne intereseazd forma corpului si dimensiunile

acestuia. Masa corpului se considera concentratd in punctul material. Un

exemplu edificator este prezentat in figura 3.2 in care masa autoturismului se

considera concentrata in centrul de masa.

Ty D - |
N oA o >
Mg l Mg

Fig. 3.2 Exemplificarea parametrului concentrat
Adeseori insd, in calculul de mecanic masa unui corp nu se poate considera ca
fiind concentrata fiind necesara admiterea unei distributii a acesteia pe o suprafata sau
pe o lungime. Exemple similare se pot da si pentru sistemele hidraulice, termice etc.
Domeniului electric i sunt specifice circuite formate din diverse componente:
rezistoare, bobine, condensatoare, diode, tranzistoare, amplificatoare operationale,
baterii, motoare s.a.m.d. Unui circuit fizic format din astfel de componente i se
asociaza circuitul electric alcatuit din modele idealizate denumite elemente de circuit
pentru care se considerd un parametru concentrat fiecirei componente in parte. in alte
cazuri este necesard o abordare spatiala a modului de reprezentare a parametrilor unor
componente si in acest caz avem un model cu parametrii distribuiti.

e Modele cu o singurd intrare, o singurd iegire §si modele multivariabile. Functie
de sistemul analizat se pot realiza modele o intrare — o singura iesire (SISO),
modele cu mai multe intrdri — o singurd iesire (MISO) sau mai multe intrari —
mai multe iesiri (MIMO).

Un model matematic se poate incadra in mai multe astfel de categorii. Urmeaza
ca utilizatorul / proiectantul sa decidd asupra acelui model care sd permitd atingerea
scopului urmarit.
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3.3.3. Elementele modelului matematic

Sistemele fizice pot fi analizate in baza unui concept comun legat de energia
transferata intre intrarea si iesirea sistemului. In acest concept energia este introdusa in
sistem prin intermediul unei borne / poarta (port) energetice. O borna asemanatoare se
poate considera si pentru evaluarea raspunsului sistemului (fig.3.3)[3.24]. Este
necesara 1n acest concept si precizarea “variabilelor de sistem” care sa defineasca cat,
cum si in ce sens are loc transferul energetic.

»Port” energetic »Port” energetic

Vizualizare

Fig. 3.3 Introducerea energiei in sistem si portul energetic

Un exemplu simplu de transfer energetic intre o sursd de energie (de ex. o
baterie electrica, o sursd de putere din laborator, etc.) si o simpla rezistenta electrica
este prezentatd in figura 3.4. In contextul celor specificate anterior si a figurii 3.3
semnificatiile elementelor componente din figura 3.4 este urmatoarea: sursa de putere
este echivalentd sursei, rezistorul este sistemul iar ,poarta” energetici coincide cu
perechea de fire conductoare. Puterea debitata pe rezistor este :

P=UI (3.1)
iar energia livrata intre momentele de timp ¢ =0si ¢ =¢ va fi:

l
W = [Uldt (32)
0
L o= |
SURSA DE " :
ENERGIE _ U T ! R
ELECTRICA - ! ;

Fig. 3.4 Transmisia de energie intr-un circuit electric simplu

Exemple asemanatoare se pot considera si pentru sisteme de altd natura fizica.
Luand in considerare aceste considerdri se poate concluziona cid este necesara
prezentarea unei analogii intre diversele sisteme fizice.

Pentru a extinde conceptul de transfer energetic este necesar sa fie examinate si
componentele in baza cérora se realizeaza constructia sistemului fizic.

Studiile, referitoare la abordarea concentratd a parametrilor unor sisteme, conduc
la urmatoarea clasificare a elementelor de manipulare a energiei [3.24]:

e surse de energie;
o celemente pentru stocare de energie;
o clemente disipatoare de energie.
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3.3.4. Dezvoltarea modelului dinamic

Echilibrul energetic — energy balance — poate avea semnificatii specifice
domeniului de aplicatie: fizicd, biologie, inginerie, economie, etc.

Energia unui sistem fizic este o marime fizica de stare, caracterizand sistemul
intr-o stare stationara. Din energia totald a unui sistem se pot separa anumite forme de
energie, care depind de o anumitd clasd de marimi de stare — marimi mecanice,
electrice, magnetice etc. Modificarea starii unui sistem fizic este denumita
transformare. Fiecare transformare conduce la modificarea valorii diferitelor forme de
energie care caracterizeazi sistemul fizic. in conformitate cu cele specificate in fizicd,
bilantul energetic este o prezentare sistemicad a fluxului energetic si a transformarilor
din sistem. Baza teoretica este prima lege a termodinamicii: “ Variatia energiei interne

AW; a unui sistem fizic, la trecerea dintr-o stare in alta W, — W, este egala cu suma

dintre variatia lucrului mecanic AL si variatia cantitatii de caldurd 4Q schimbata de
sistem cu exteriorul”.

Intr-o forma generalizata, bilantul “material” se poate exprima prin: “ rata de
schimb a materiei in sistem este egala cu fluxul net a materialului” (fig.3.5). Termenul
de “materie” are o semnificatie generalizatd definind energie, masa, impuls.

Fluxul net este suma algebrica intre fluxul de intrare si cel de iesire la care se

3 <

adauga “materia” generatd in sistem (de ex.: generare de energie prin reactii chimice).

3

M = z(\Pim )_ Z(\Pies )+ z(\PgQ” ) (33

In domeniul mecanic, multe probleme de analizi se rezolva folosind teoremele
bilantului / echilibrului energetic / caldurd, echilibrului de masa, echilibrului
impulsului, echilibrului entropiei.

“MATERIE”

ACUMUL:&TA DEBIT DE

DEBIT DE -
R IESIRE =W,

INTRAREZY, ,

v

Fig. 3.5 Bilantul “material”

Ecuatia fundamentala a dinamicii unui rigid, sub actiunea unor solicitari reale —
exterioare active, exterioare pasive si interioare - are o forma recunoscuta:
dm-a=dF,+dF, +dF, (3.4)

int
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Aceastd ecuatie conduce, prin unele transformari la o serie de teoreme
fundamentale ale dinamicii rigidului:
o Teorema energiei sub forma generala:

c;—f =P + Pp (3.5)
cu urmatoarea formulare: derivata in raport cu timpul a energiei cinetice a unui rigid in
migcare este egald cu suma puterilor mecanice ale tuturor solicitarilor exterioare, active
si pasive, la care este supus rigidul.

Notand cu E, energia cineticd a sistemului la un moment dat ¢, teorema energiei
cinetice sub forma diferentiala se scrie sub forma:

dE, =dL (3.6)

ceea ce inseamna cd variatia elementard a energiei cinetice a sistemului are loc prin

intermediul lucrului mecanic elementar al tuturor fortelor ce actioneazd asupra

sistemului la momentul ¢ : forte elastice, forte de amortizare, forte perturbatoare.
Teorema energiei se poate formula in mod matematic sub forma:

d(E +E,)=dE, =dL (3.7)

unde E, = E_+ E este energia mecanicd a sistemului. Variatia elementara a energiei

mecanice are loc prin intermediul Iucrului mecanic elementar al fortelor de amortizare
si perturbare ce actioneaza asupra sistemului [3.23].
e Teorema conservarii energiei mecanice se poate scrie sub forma:

E,=E.+E,=E,+E, =const. (38)

o Teorema impulsurilor sub forma generala:
E_F4F (3.9)

cu formularea: derivata, in raport cu timpul a impulsului unui rigid in miscare, este
egala cu rezultanta tuturor fortelor exterioare, active si pasive, care actioneaza asupra
rigidului respectiv. Relatia anterioard, dupa transformadri, permite enuntarea legii de
conservare a impulsului:

p=M-v;=p, (3.10)

unde py este impulsul initial al rigidului, M este masa rigidului iar v este viteza
centrului de masa.

Energia electromagnetica este forma de energie care depinde de marimile de
stare ale campului electromagnetic. Ea se poate descompune in energie electrica, care
depinde numai de marimile electrice ale cAmpului §i energia magnetica care depinde de
marimile magnetice ale cAmpului. Conceptia despre campul electromagnetic considerat
ca sistem fizic capabil sd schimbe, sd acumuleze si sd transmitd energie, permite sa se
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interpreteze energetic o consecintd a ecuatiilor lui Maxwell, numitd tfeorema energiei
electromagnetice.

Legea de conservare a sarcinii electrice adevarate. Intensitatea instantanee a
curentului electric de conductie ix , care iese din orice suprafatd inchisd X , este egala
cu viteza instantanee de scadere in timp a sarcinii electrice adevarate ¢x din interiorul
suprafetei presupuse antrenatd de corpuri In miscarea lor:

d
Iy = s (3.11)

dt
Legea de conservare a sarcinii electrice (raportatd la o suprafatd inchisd) are o
forma de exprimare asemanatoare cu rel. (3.9).
Din relatia (3.11) pentru regim stationar rezultd prima teorema a lui Kirchhoff
pentru un nod de retea:

> I, =0 (3.12)
K

A doua relatie cu utilitate extinsad, pentru regim stationar, este a doua teorema a
Iui Kirchhoff :

DU, =D R 1, (3.13)
k k

In interiorul unei suprafete inchise delimitata dintr-un cdmp magnetic, in care se
gdsesc corpuri imobile (v = 0), cu proprietati de material liniare este localizatd o
energie electromagnetica W,_,,:

w,._, = J.J.Lz %ﬂ/ (3.14)

Din principiul de conservare al energiei rezultd cd orice variatie in timp a starii
sistemului fizic, pe care 1l constituie campul electromagnetic din interiorul suprafetei
admise, trebuie sa fie egala cu puterea cedatd de acest sistem altor sisteme fizice:

- d—W =P +PF (3.15)
dt
unde P; este puterea transmisa de cadmp corpurilor in procesul de conductie iar Py este
puterea transmisa In cdmp prin suprafata inchisa.

Intr-o transformare de energie electrica in energie mecanica apare si o conversie
de energie electrica in energie termica prin efect Joule. Acest efect are un caracter
ireversibil. In bilantul energetic intervin astfel forme de energie electrica,
electrostatica, magnetica, mecanica si termica :

dw,=dw,  +dW, +dW, +dWw, (3.16)

mec mag

unde termenii reprezinta:
e variatia energiei electrice :
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AW, = u, i, -dt (3.17)
7

e variatia energiei mecanice :
dWmec = Z F}\ ’ dxk (3.18)
k
e variatia energiei termice :

dW[:ZRj-if-dt (3.19)
J

e variatia energiei magnetice dW .
variatia energiei electrostatice (este localizatd in cdmpul electric din spatiul
dintre placile unui condensator):

AW, =>u,-0, - > F, -dx, (3.20)

unde Q; are semnificatia sarcinii electrice.

Teorema fortelor generate In campul electromagnetic sunt o expresie a extensiei
legilor de bilant energetic in actiuneca de modelare matematicd a unui sistem
electromecanic. Forta generalizatd X, , ce se exercitd in cAmpul electrostatic produs de
un sistem de « h » conductoare, incarcate cu sarcini adevarate si situate intr-un mediu
dielectric liniar, asupra unuia dintre aceste conductoare si care actioneazd in sensul
cresterii uneia dintre coordonatele sale generalizate x; este:

Xk:—a—W = w (321)

ox, ox,

gq=ct V=ct

unde energia electricd a sistemului este exprimatd in primul caz in functie de
coordonatele generalizate x; si de sarcinile ¢, , iar in al doilea caz in functie de
coordonatele generalizate si potentialele V.

3.3.5. Echilibrul masei de material

In multe procese industriale este important modelul echilibrului masei de
material. Ecuatia echilibrului masei de material are forma structurala:

masa acumulata = masa de intrare —masa de iesire (3.22)

Echilibrul masei se poate aborda ca un echilibru a masei totale, un echilibru a
masei elementelor componente, etc.

3.3.5.1. Exemplul de calcul

Se considera un rezervor cu lichid prezentat in figura 3.6. Se cere sa se
determine variante de model matematic a sistemului imaginat.

Reprezentarea fizicd a sistemului, cu precizarea parametrilor, este datd in figura
3.7. Delimitarea sistemului este sugerata prin schema bloc din figura 3.7 unde debitul
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de intrare Q, si debitul de iesire Q, sunt variabilele de intrare in sistem iar inédltimea h a
lichidului este variabila de iesire.

T \VA

Ql =)

h
| | v
l Q.
Fig. 3.6 Delimitarea sistemului
Qi b
Q—> REZERVOR -
2 > LICHID

Fig. 3.7 Reprezentarea sistemica a rezervorului de lichid

Constructia modelelor matematice are in vedere:
e Ipoteze simplificatoare:
» Densitatea p a fluidului este constanta;
» Lichidul este incompresibil;
» Rezervorul este pozitionat vertical;
> Sectiunea transversala a rezervorului este circulara, constanta;
e Parametrii din sistem:
> Debitul volumic de intrare Q,[m*/s] si a celui de iesire Q, [m*/s] ;
» h [m] — nivelul lichidului in rezervor;
» m [kg] — masa de lichid ;
> A [m’] - aria transversali ;
> V [m’] - volumul de lichid.
Ecuatia de bilant (3.3) aplicatd pentru masa unui sistem poartd de numirea de
echilibrul masic si are forma :

dr;lt(t) = Z Qmi ( 3.23)

unde m[kg] este masa, Qu; [kg/s] este debitul masic iar t[s] este parametrul timp.
Particularizatd pentru cazul echilibrul masic de lichid din rezervor, ecuatia anterioara
are forma :

dmlt)

7 =P (t)_ PO, (t) (324)

Ecuatia diferentiala (3.24) (in m) este modelul matematic al sistemului iar p este
parametrul modelului. Exista o conditie suplimentard pentru ecuatia anterioard, m > 0.
Prin rezolvarea analiticd sau numerica a ecuatiei (3.24) se obtine modul de variatie a
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masei de lichid in timp.
Intre parametrii geometrici ai rezervorului si masa de lichid din rezervor exista
relatia simpla:

m(t)= pV(t)= pAhl(t) (3.25)
Ecuatia diferentiala (3.24) se poate transforma, pe baza relatiei (3.25):

dh(t) 1

)1 0,0-0.0) (220

cu conditia suplimentard /> 0. Ecuatia diferentiald (3.26) este o altd formd de
exprimare a modelului matematic pentru sistemul analizat.

Admitand ca variabila Q, depinde de nivelul lichidului din rezervor — nu mai
este o variabild independentd, se poate scrie:

0,(t)=K -/ pghlt (327)

astfel ca bilantul masic poate fi exprimat prin ecuatia diferentiala:

"’Z—fprQl(r)—pK\/pghiri (328)

Ecuatia diferentialda (3.28) se constituie intr-un nou model matematic al
rezervorului de lichid.

Observatie. Modelul construit poate prezenta si alte dezvoltari dacd se ia in
considerare si influenta rezistentei de curgere a lichidului asupra debitului realizat.

3.3.5.2. Exemplul de calcul
Se considerd un rezervor aflat intr-un proces dinamic de alimentare cu lichid
(fig.3.8). Debitul masic de intrare §i respectiv iesire sunt g;, [ kg - sil] sig.[kg- sil].
Se cere sa se scrie ecuatia de echilibru care caracterizeaza sistemul.
Ecuatia care descrie echilibrul din sistem este:

dM
?:qm —4e (3.29)

unde m [kg] este masa totala din rezervor.
—> qin

O

M

qe
—

Fig. 3.8 Rezervor cu o singuri componenta
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3.3.53. Exemplul de calcul
Se considera sistemul din figura 3.9 prevazut cu o supapa de alimentare V, doua

rezervoare si doud puncte de masurare R; si R, . Semnificatiile notatiilor sunt identice

cu cele prezentate anterior.
Se cere determinarea modelului matematic al acestui sistem.

4

$QI

LI AI

Py =

q:

s

L, A; R; g3
-

A

A 4

Fig. 3.9 Sistem cu doua rezervoare
Sistemul include o singurd masa (lichid) de transferat. Pe durata de timp dr,

echilibrul masei de lichid are la baza urmatoarele ecuatii:
(3.30)

q1dt — qodt = acumulare primul rezervor
(331)

q»dt — q3dt = acumulare rezervorul doi

Acumularea corespunde variatiei volumului de lichid din fiecare rezervor:

e primul rezervor: 4,dL,

e al doilea rezervor: A,dL,
unde A; §i A, reprezinta ariile transversale ale celor doud rezervoare.

Din ecuatiile anterioare se pot scrie relatiile:

dL,
—qy = A —L 332
q1 =42 1 i (3.32)
L, (3.33)

—ga = A, 222
qu q3 =42 dt
In acord cu legea lui Bernoulli, referitor la debitul de iesire a unui lichid din

rezervor, se pot scrie relatiile:

g2 = kL,
g3 =ky\JLy

(3.34)

(3.35)
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In final se obtin relatiile:

dL
g1 — kL =4 7 tl (3.36)
dL
fyyJ L — koL :A27t2 (337)

Model matematic este neliniar i impune liniarizarea.

3.3.54. Exemplul de calcul

Se considerd un rezervor cu lichid in amestec cu o concentratie C [kgm%]
transferatd. Se cere exprimarea matematici a echilibrului masic a componentei
(fig.3.10).

Considerand volumul de lichid 7', se poate exprima masa totald a componentei
din rezervor:

d(ve)
—aCi —aC (3.38)
di q9¢1—4
Daca volumul este constant, relatia anterioara se poate scrie sub forma:
vV dcC
——=-C+( (3.39)
q dt

q—
0O
C;
V

q
—

C
Fig. 3.10 Dinamica concentratiei de lichid intr-un rezervor
Notand, intr-o analogie cu un circuit electric R-L, constanta de timp cu t=V/q

se poate scrie solutia ecuatiei diferentiale (3.38):

c(t)=¢ -(1 - ef% J (3.40)

3.3.5.5. Exemplul de calcul

Se considera sistemul din figura 3.14. Acesta este compus din doud rezervoare care
comunica intre ele. Fiecare rezervor are posibilitatea controlului debitelor de intrare g,
si g, ale fluidului. Sectiunea transversala a celor doud rezervoare se considera constanta
si egald cu 4[m’]. Se admite ca debitul de iesire ¢; este un factor perturbator care
actioneaza asupra sistemului. Schema bloc a sistemului este prezentata in figura 3.11.
Acest sistem este caracterizat prin doua variabile de intrare, doua variabile de iesire si
marimea perturbatoare ¢;, (fig.3.12).
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7X | qi ]
v 4, I q ,
L, A; A :

v | L* a—

3

Fig. 3.11 Doui rezervoare comunicante

¢6]3

a_ ] L

SISTEM DIN DOUA
q> REZERVOARE L,
_>

Fig. 3.12 Schema bloc a sistemului

Pentru stabilirea modelului este necesara analiza echilibrului masei acumulate in
fiecare rezervor in intervalul de timp df:
e Variatia volumului de lichid continut in primul rezervor este egald cu diferenta
dintre volumul de lichid continut asociat cu debitul de alimentare a acestuia g;
si volumul de lichid schimbat cu cel de-al doilea rezervor (debit g):

(ql + q)- dt = variatia volumului de lichid din primul rezervor (3.41)

e Variatia volumului de lichid continut 1n al doilea rezervor este egald cu diferenta
dintre volumul de lichid continut asociat cu debitul de alimentare a acestuia ¢
plus volumul schimbat cu primul rezervor si volumul de lichid eliminat g;

(ql tqg- qz)- dt = variatia volumului de lichid din al doilea rezervor (3.42)

Avand in vedere cele precizate anterior, relatia lui Bernoulli (pentru dependenta
debitului de fluid care se scurge dintr-un rezervor si indltimea fluidului in rezervor) si
stabilind sensul de schimb al fluidului dintre rezervorul 1 si 2 prin semnul diferentei
[L;(#)— L, (¢)]se stabileste sistemul de ecuatii care descrie dinamica sistemului

analizat:
A dL;t(t) =q - sgn[L1 ®-L, (z)] ky -AJ[Ly () = Ly (1) (343)
A dth(t) = g5 +sgn[L () - Ly ()] - ky .\/|L1 (t)—Ly(t)| —ky - \/| Ly(t)— Ly (1)

3.3.6. Bilantul energetic intr-un sistem termic

3.3.6.1. Introducere
Legea bilantului (3.3) aplicabila sistemelor termice devine ecuatia bilantului



72 3.3 - Modelarea sistemelor

energetic:
dE(t)

7=ZQ1'(¢) (344

unde E[J] este energia termica, Q; [J/s] este fluxul energetic iar t[s] este timpul.
Energia termica se defineste printr-o relatie de forma:

E=cmT =coVT =CT (3.45)

unde T [K] este temperatura, ¢ [J/(kgK)] este cildura specificd, m[kg] este masa, V[m’]
este volumul, p[kg/m’] este densitatea iar C [J/K] este capacitatea calorici. Ecuatia
bilantului energetic se poate astfel scrie:

T
C—=>0; (3.46)

3.3.6.2. Exemplu de calcul

Se considera sistemul termic prezentat in figura 3.13 in care lichidul este adus la
temperatura T».

U[(J/s)/K]
u T,
Vv,
T,
Tlo ¢ q Tz, q
—_—y —,

Fig. 3.13 Sistemul termic

Analiza sistemului are loc admitand urmatoarele ipoteze:
e lichidul din rezervor este omogen (sistemul de omogenizare nu este reprezentat);
o debitul la intrare si iesire sunt egale, rezervorul fiind plin cu lichid;
In mod ideal, elementul de incilzire nu stocheaza energie ci o transfera integral
lichidului. In cazuri reale trebuie luat in considerare eficienta acestui transfer.
Semnificatia notatiilor este urmatoarea: P [J/s] este puterea preluatd de lichid de
la elementul de incélzire; T, este temperatura mediului ambiant.
Echilibrul energetic se bazeaza pe schimbul urmatoarelor fluxuri energetice:
e cnergia preluatd de lichid de la elementul de incélzire :
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0, =P@) (3.47)
e cnergia inmagazinata in lichidul de intrare:
0, =cq(t)-T,(1) (3.48)
e cnergia inmagazinata in lichidul de iesire:
0, = cq(t)-75(¢) (349
e energia schimata de sistemul termic cu mediul exterior (inspre sau de la mediul
exterior):
0,=U-[1,0)-T,)] (350
Ecuatia (3.44) pentru bilantul energetic se particularizeaza sub forma:
dE(¢)
dt :Q1+Q2_Q3+Q4 (3.51)
si tinand cont de (3.44) — (3.50) devine :
T,
ch%=P+chl—ch2+U-(TO—T2) (352)
t
sau
dT, 1
2 e [P4cql, —cqT,+U-(T,~T,)] (3.53)
dt  cpV

Ecuatia bilantului energetic (3.53) se poate particulariza daca:
e sistemul termic este izolat fata de mediu, astfel ca O, =0
e daca se considerd randamentul elementului de incélzire, puterea transferatd va
fi:

P(t)=1n-P.(t) (3.54)

3.3.7. Bilantul energetic intr-un circuit electromagnetic

Consideram circuitul magnetic liniar din figura 3.14 compus din cadrul magnetic
“1” si infasurarea “2” avand N spire si rezistenta electrici R . Infasurarea este

alimentatd la tensiunea u(¢) si este parcursa de curentul i(¢).

R
e
u l = l B, @
.%:
i 11

Fig. 3.14 Circuit magnetic liniar

Ecuatiile circuitului magnetic liniar:
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u=Ri+Nd£ (3.55)
dt

NO=Li (3.56)

u:Ri+Lﬁ (3.57)
dt

permit dupa inlocuiri, inmultire cu idf si integrare sa se obtina:

uidt = Ri*dt + nid® (3.58)

juidr :jRi2d1+jnid® (3.59)
0 0

0

Aceasta relatie scoate in evidenta bilantul energetic din circuitul analizat: primul
termen reprezintd energia furnizatd de sursd, al doilea termen cuantificd energia
disipata sub forma termica iar al treilea termen este echivalent energiei magnetice
stocate in circuitul magnetic.

3.4. Modele in aplicatiile mecatronice

3.4.1. Introducere

Conceptul de ,mecatronica” si implicit de ,sistem mecatronic” a generat
controverse, discutii, analize si diverse abordari. Raspunsurile la modul de definire a
mecatronicii au aparut in timp prin diverse definitii abordate la nivelul colectivelor de
cercetare §i proiectare si care au fost prezentate in capitolul 2.

Modul de reprezentare si identificare a elementelor componente este extrem de
divers. O variantd de reprezentare pentru un sistem mecatronic este ilustratd in figura
3.15 [3.5]. Se evidentiazd prezenta a patru subsisteme componente: subsistemul
mecanic, subsistemul informational, subsistemul electric §i subsistemul de calcul.

Simulare si
modelare

Actuatoare

Subsistem

Subsistem
Control + mecanic

electric

Senzori

Optimizare

Subsistemul
informational

Subsistem de calcul

Fig. 3.15 Sistemul mecatronic
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Indiferent de abordarile mai mult sau mai putin complexe avute in vedere, se pot
preciza detaliile generale pentru sistemul mecanic si cel electric din componenta
hipersistemului mecatronic.

3.4.2. Modelul sistemului mecanic

3.4.2.1. Generalititi privind sistemul mecanic

Lumea fizica este alcatuitd din materie In permanenta miscare si transformare in
spatiu si timp. Cea mai simpld forma de migcare a materiei o constituie deplasarea
reciprocd a corpurilor materiale de dimensiuni uzuale. Sistemul mecanic este implicat
in transmiterea migcdrii cu anumiti parametri. Aceste sisteme se clasifica In sisteme
rigide, deformabile i fluidice.

Sistemele de corpuri rigide se refera la corpuri si legaturi perfect rigide
caracterizate prin aceea ca distantele relative dintre elementele care le alatuiesc nu se
modifici in procesul miscdrii mecanice. Intr-o serie din sistemele actuale aceasta
categorie este mai putin posibil de utilizat.

Sistemele deformabile iau in considerare deformatiile din sistem pe parcursul
desfagurarii procesului. Analiza materialelor recomandate pentru aceste sisteme si a
influentelor deformatiilor din sistem asupra miscarii sunt domenii de interes.

Sistemele fluidice opereaza cu fluid de lucru in migcare sub presiune. Acest fluid
poate sa fie lichid sau gaz

In cadrul procesului mecanic, care este parte componenti a sistemului
mecatronic, existd diverse variante de fluxuri materiale, energie sau informational
(fig.3.16).

ENERGIE | ) ENERGIE
PROCES
MATERIE | MECANIC | = MATERIE
INFORMATIE ~ ~— = =¥ == =% INFORMATIE

Fig. 3.16 Forme de fluxuri in procesul mecanic

Sistemul mecanic participa in mod direct la procesul mecanic regasindu-se sub

una din formele de prezentare a stiintei maginilor (fig.3.17).
STIINTA
MASINILOR
|
[ 1 1
CONSTRUCTIA MECANICA CONSTRUCTIA

DE MASINI FINA DE APARATE
e Elemente constructive e  Actuator e  Aparate termice

(rulmenti, transmisii, etc) e Senzor e  Aparate chimice
e Magsini de forta e  Echipamente e  Aparate mecnice

Magsini de lucru electronice

Autovehicule e Etc.

Fig. 3.17 Sistemul mecanic si stiinta masinilor
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Desfasurarea procesului mecanic are loc pe baza de aport de energie. Energia
unui sistem fizic este o marime de stare caracterizand sistemul intr-o stare stationard.
Starea unui sistem (este §i cazul sistemului mecanic) este definitd de totalitatea
proprietétilor acestuia la un moment dat. Adeseori in analiza sistemelor mecanice se
fac unele ipoteze simplificatoare: absenta frecarilor, absenta vascozitatii pentru fluide,
etc. In toate aceste cazuri miscarea apare ca fenomen pur mecanic. Caracteristic pentru
astfel de fenomene este faptul ca pe tot cursul lor, energia se conservd.

Un corp al carui dimensiuni sunt neglijabile fatd de distantele la corpurile
inconjurdtoare se defineste ca si punct material. Acesta este caracterizat numai prin
masa sa. Punctul material nu este un obiect fizic real; el este un model folosit in studiul
anumitor fenomene. Punctul material nu efectueaza miscari de rotatie in jurul vreunei
axe. Un sistem de puncte materiale supuse la legaturi reciproce — forte de interactiune —
astfel incat s formeze un “intreg”, mai mult sau mai putin stabil, mai mult sau mai
putin deformabil se numeste sistem mecanic.

Sistemul mecanic se poate structura in urmatoarele componente: element masic
(punct material, corp rigid); elemente de imbinare (bare, arcuri, curele, amortizoare);
elemente constructive (lagar de alunecare, rulmenti, transmisii, cilindru cu piston, etc..)

Folosind reprezentarea sistemica, se poate preciza cd un sistem mecanic mobil
este compus din trei componente: elementul motor (sursd de energie), transmisia
mecanica si elementul condus (consumator) (figura 3.18) [3.7].

Element Transmisie Element

motor mecanica condus

Fig. 3.18 Sistem mecanic mobil

Interactiunea dintre corpuri implica ideea de evolutie si de conexiune spatiala si
temporald si se manifestd ca fenomene guvernate de legi fizice. Marimea fizica care
exprima In mod cantitativ interactiunea mecanica a corpurilor este forta. Forta — in sens
generalizat — caracterizeaza marimea, directia si sensul unei interactiuni.

Miscarea unui sistem de puncte se raporteazd in general la un reper, care este
presupus, in mod conventional, fix. Orice reper care nu este solidar cu reperul fix este
considerat mobil. Miscarea sistemului de puncte in raport cu un reper fix se numeste
miscare absolutd, iar miscarea aceluiasi sistem fatd de un reper mobil se numeste
miscare relativa.

Un rigid are o migcare pland dacd un plan al sau este obligat sa ramana paralel
tot timpul cu un plan fix din spatiu. Sistemul mecanic mobil din figura 3.19 este
compus din elementele /, 2, 3, 4 care se misca intr-un plan orizontal

Fig. 3.19 Sistem mecanic mobil plan
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Reperul fix fata de care se analizeazd miscarea este atagat elemntului 0 [3.6].

Daca puncte ale rigidului descriu traiecorii in diferite plane, miscarea este
spatiald. Punctul caracteristic P poate descrie o migcare spatiala in raport cu reperul fix
Oxyz (fig.3.20)

(
3

SAg

Fig. 3.20 Sistem mecanic mobil (robot industrial) cu miscare spatiala a punctului caracteristic P

3.4.2.2. Modelarea sistemului mecanic aflat in miscare plana

3.4.2.2.1. Modelarea miscarii de translatie

Miscarea pland a rigidului, considerat ca elemnt component a sistemului
mecanic, prezintd cateva ,miscari particulare”: migcarea de translatie, miscarea de
rotatie, migcarea elicoidald, miscarea plan - paraleld [3.23].

Un solid rigid are o migcare de translatie dacd o dreaptd oarecare a rigidului
ramane in tot timpul miscarii paraleld cu ea insasi. In figura 3.21 se prezinta translatia
rectilinie a unui rigid (miscarea caroseriei unui automobil care parcurge un drum
rectiliniu, miscarea unui piston in interiorul unui cilindrul, miscarea de avans a unei
scule in procesul de strunjire, etc.). Doua automobile conectate elastic in punctele A si
B au o migcare rectilinie pe un drum drept si orizontal (fig.3.22).

N

Fig. 3.21 Miscarea de translatie rectilinie

Daca fiecare automobil este considerat un rigid reprezentat prin punct material (A si B)
migcarea ansamblului de automobile se poate considera o translatie rectilinie.

Daca traiectoria descrisa de punctele materiale curba plana se vorbeste despre o
translatie circulari (traiectoria punctului este un cerc) sau o traiectorie curbilinie.
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Fig. 3.22 Miscarea rectilinie a doud automobile remorcate

In figura 3.23 se prezinti configuratia geoemtrica a translatiei rectilinii pentru
punctele A si B.

| B
I --Q-------
| XB
A  —
__0 _____ IL ________
X4 :
—>  ¥B4
77 7 ]
X4 (0] Xp x
a)
__O_ ______
__é _______ —>vp
vy B
VB4

Fig. 3.23 Pozitiile si vitezele punctelor A si B in miscarea de translatie rectilinie

Considerand reperul de referinta fix cu originea in punctul O, x4 reprezintd
distanta de la punctul A la originea O. In cazul reprezentat, coordonata x ,(¢) pe axa
Ox este negativa in timp ce coordonata xp(¢) este pozitiva.

Viteza absoluta si acceleratia absolutd a punctului A sunt:

dXA
Vy=—"—
o (3.60)
dVA dzxA '
“a T a
t dt

Pozitia relativd a punctului B in raport cu punctul A, viteza relativa si respectiv
acceleratia relativa sunt:
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XB4 =Xp —X4
VBA =VB —V4 (3.61)
apq=4ap —ay

3.4.2.2.2. Modelarea miscarii de rotatie
Un solid rigid are o migcare de rotatie daca in tot timpul miscarii doud puncte,
apartinand rigidului, riméan fixe in spatiu. Dreapta care uneste cele doud puncte este
axa de rotatie.
De ex., piesa de prelucrat se roteste cu viteza de rotatie iar scula de prelucrat se
deplaseaza axial (miscare de translatie) cu viteza V, (fig.3.24).

‘ £

Fig. 3.24 Miscarea de rotatie a piesei in procesul de agchiere

Rotorul unui motor electric executa, impreuna cu arborele pe care este montat, o
migcare de rotatie 1n jurul unei axe (fig.3.25a). In procesul de modelare rotorul se poate
consider: cilindru care executd migcarea de rotatie 1n jurul axei (A) (fg.3.25b).

y
0,€
Bl B
Z ‘\\ \
rotor ® ‘f( R
| X

D b)

Fig. 3.25 Rotor in miscare de rotatie (a) si modelul echivalent (b)
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Miscarea de rotatie de unghi ¢ conduce la o vitezd unghiulara absoluta (in raport
cu sistemul de referintd Oxyz considerat fix):

o= % (3.62)
si respectiv acceleratie absoluta:
2
g= ? = d—;p (3.63)
Ldt

Daca elementul de legatura a rotorului (cu restul sistemului) este deformabil,
cele doud capete ale elementului de sprijin se pot roti cu unghiuri diferite (fig.3.26).
Arborele elastic (deformabil la torsiune) va permite, sub actiunea momentelor de
torsiune exterioare, deformatiile @ si @, .

arbore elastic

) )

N

4

?1 N

rotor

Fig. 3.26 Rotor cu un arbore elastic in miscarea de rotatie

3.4.2.2.3. Elementele de bazd ale sistemului

mecanic
Miscarea este impusd in sistemele mecanice mobile de energia introdusd in
sistem. In acest fel se poate atinge ,,efectul” pentru care a fost proiectat sistemul.
Utilizand reprezentarea sistemicd, marimea de intrare care sa caracterizeze fluxul

energetic poate fi o fortd (in sens generalizat — fortd sau moment) sau o viteza
(fig.3.27).

(efect) (efect)
F(t) v(t) ‘/
/ /
b)

a)
Fig. 3.27 Variante de introducere a energiei in sistem

Pe langa sursele de energie sistemul mecanic poate dispune de urmatoarele
elemente:
e clemente pentru ,,stocarea temporara a energiei”;
e clemente ,,disipatoare de energie”.
O clasificare a fortelor intr-un sistem poate in general nominaliza forte active si



MODELAREA SISTEMELOR FIZICE - 3 81

forte reactive.

Ca si exemple de forte active se pot aminti: forfa gravitationald, forta elasticad,
fortele electromagnetice etc. Aceste forte 151 pastreaza sensul indiferent de sensul de
miscare.

Efectul elastic — acumulare de energie potentiala - al elementelor componente
dintr-un sistem poate apartine:

e unor elemente reale: arcuri, bare, placi, fluide (pneumatice, hidraulice);

e unor fenomene specifice din naturad: efect elastic aerodinamic, efect elastic
gravitational, efect elastic magnetic, efect elastic electrostatic, efect elastic
centrifugal.

Intre tensiunea normald o, deformatia relativi & si modulul de elasticitate
longitudinald E (modulul lui Young) se stabileste o relatie liniard, independentd de
timp energia disipata fiind egala cu zero (fig.3.28):

o=F-¢ (3.64)
o % g
‘ tO t
&
X
% | 0
')
\ F
0 & & to t
a) b) c)

Fig. 3.28 Modelul corpului elastic (a — dependenta ¢ — €; b - mod de reprezentare;
¢ - variatia in timp a tensiunii normale si deformatiei relative

Parametrii de baza ai elementelor elastice din categoria arcurilor sunt: incércarea
arcului: fortd, moment sau presiune; sdgeata - deformatia arcului ( liniard — f - sau
unghiulara - @) pe directia incarcarii; caracteristica arcului; rigiditatea; constanta
arcului; lucrul mecanic acumulat; erorile de caracteristica.

Caracteristica arcului se exprima printr-una din ecuatiile (fig. 3.29) (1- neliniara
- moale; 2-liniard; 3 — neliniard durd).:

P=P(f) (3.65)
M= M(go) (3.66)
Raportul “ ¢ (sau ““ ¢’ ) definit prin relatia:
AP
K=—1_[N/m] (3.67)
Af
AM
K,=—— [Nm/rad] (3.68)
Agp

se numeste rigiditatea arcului. Dacd “K* (sau “K,) are valoare constantd se vorbeste
despre constanta arcului. Inversa rigiditatii defineste complianta elementului elastic.
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a)

AAAAAAAAF
AR

b) [ F

P

acumulat (ﬁg.3.29). Considerand o caracteristica liniard si utilizand relatiile de
definitie, se obtin relatiile pentru lucrul mecanic:

LK _F_Ff
2 2K 2

(3.69)

2 2
Koot  MT Mg (3.70)
2 2 K, 2

Calculul deformatiilor si a starilor de solicitare din elementele elastice se
realizeaza in conformitate cu teoriile din rezistenta materialelor.

Arcul pneumatic este o varianta simpld pentru sustinerea elastica a unor sarcini
de valori ridicate care actioneaza asupra unui sistem. Capacitatea ridicatd de amortizare
il recomanda pentru sisteme izolatoare ale vibratiilor.

In baza celor prezentate anterior in figura 3.30 se prezinti schema de
reprezentare a unui element elastic cu rigiditatea K si forta corespunzétoare pentru

deplasarile liniare x,, X, ale punctelor A si B.
X X
| 2

Fig. 3.30 Element elastic cu rigiditatea K
F:K-(xl—xz) (3.71)

In mod similar pentru miscarea de rotatie, se reprezinti in figura 3.31 elementul
elastic de torsiune. Relatia de calcul este similard celei anterioare:

M, =K (¢, -93) (3.72)
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Fig. 3.31 Element elastic de rotatie cu rigiditatea K

Intr-o serie de aplicatii este avantajos de a inlocui un sistem elastic cu rigiditatile
proprii printr-un singur element elastic care incorporeaza caracteristicile sistemului
initial. Se prezinta in continuare citeva din echivaldrile curente:

e Echivalarea a doua elemente elastice in paralel cu un singur element (fig.3.32).
X Xy

K,

Fig. 3.32 Doui elemente elastice in paralel

K,=K, +K, (3.73)

e Echivalarea a doua elemente elastice in serie cu singur element (fig.3. 33).
X, X, X,

Fig. 3.33 Doua elemente elastice in serie

1 1 1

LI S (3.74)
Ke Kl KZ

e Doi arbori dintr-o transmisie cu roti dintate (fig.3.34). Cei doi arbori au
rigiditatile K; si K, si sunt conectati printr-o transmisie cu roti dintate cu
raportul de transmitere i. Considerand transmisia perfect rigida, se poate pune
problema determinarii rigiditatii echivalente a sistemului.

Se poate demonstra ca rigiditatea echivalenta este:
11 7
—_— =t —
K, K K,
e Douai elemente elastice conectate printr-un balansier (fig.3.35).

(3.75)
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sy Ko M,
Vrrzzd o,

? \77777] _zz_Ml

Fig. 3.34 Arbori in serie dintr-o transmisie cu roti dintate

Ll ! Kz

Fig. 3.35 Doui elemente elastice conectate printr-un balansier

Considerand “A” punctul de echivalare a sistemului elastic din figura 3.35 cu un
singur element elastic, se poate obtine rigiditatea echivalenta:
LY
K, =K +K, | — (3.76)
L

Disiparea de energie in sistemele mecanice mobile are loc datoritd fortelor de
frecare dintre elemente in contact, efectelor de amortizare (activa sau pasiva).

Frecarea ca si fenomen, parametrii care o determina sau care o influenteaza si
modele ale frecarii au fost abordate si analizate pe scard largd. Se considerd la ora
actuald ca se poate vorbi despre un model clasic al frecarii (modelul static, dinamic sau
cel vascos) (fig. 3.36) si modelul modern al frecarii. Zona “A” defineste zona de
discontinuitate a modelului pentru viteza relativa zero.

A

f-- .

. Frecare vascoasd
Sl sttt Ma+

...-"Vrecare cinematici

A

Fig. 3.36 Modelul clasic al frecarii

Us+

v
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Modelul de baza Colulomb al frecarii porneste de la proportionalitatea fortei de
frecare cu forta normala la suprafata de contact i de sens opus miscarii (Leonardo da
Vinci). Armstrong — Helouvry, Da Vinci, Amonton (1699) folosesc acelasi model
dezvoltat de Coulomb in 1785. Frecarea este luatd in considerare ca o forta constanta
opusa miscdrii pentru orice viteza diferitda de zero.

Modelul Coulomb a fost dezvoltat in timp raménand ca o referintd de baza si
primind denumirea de modelul clasic. Unul din modelele dezvoltate, modelul clasic
stick-slip, este prezentat in figura 3.37.

Fr 4
|
FaT

v

Fig. 3.37 Modelul clasical frecarii stick-slip

Modelul modern al frecérii - modelul rolling, modelul Stribeck, modelul Stick-
slip, modelul fluidic- este caracterizat de zonele {1, 2, 3}. Acesta indicd prezenta
lubrificarii limita, a lubrificarii partial fluidice si respectiv a lubrificarii total fluidice

(fig.3.38).
f “{1 /2 / 3

Fig. 3.38 Modelul modern al frecarii

Modelul Dahl, modelul Karnopp, modelul LuGree (Lund — Grenoble) sunt alte
modele ale fenomenului de frecare.
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Modelul matematic al fortei de frecare dintre doud corpuri aflate in contact
(reactiunea dintre ele este N ) este descris de sistemul de ecuatii (u — coeficientul de
frecare pentru perechea de materiale aflate in contact):

dx dx
Fysign| — |la —#0
0%E (a’t] dt

dx .
Ff: +F0]CZZ=OSZF>F0 (377

-F laﬂ=OSiF<—FO
dt
F0=HN

Valori ale coeficientului de frecare pentru diverse perechi de materiale sunt
prezentate in tabelul 3.1 [3.11].

Tabelul 3.1
A Coeficientul de Coeficientul de
Suprefetele in contact . . .
> frecare static frecare cinematic

Otel pe otel (uscat) 0.6 0.4
Otel pe otel (uns) 0.1 0.05
Teflon pe otel 0.04 0.04
Teflon pe teflon 0.04 -
Alamai pe otel (uscat) 0.5 0.4
Placa de frana pe fonta 0.4 0.3
Cauciuc pe asfalt - 0.5
Cauciuc pe beton - 0.6
Anvelopa de cauciuc pe asfalt neted (uscat) 0.9 0.8
Cablu din otel peste scripete din fier 0.2 0.15
Franghie din canepa pe metal 0.3 0.2
Metal pe gheata - 0.02

Modelul matematic LuGree are forma:

Fy 2602+61£+62V (3.78)

dt
dz (o))
7 v [1 2) sgn(v) ZJ (3.79)

unde: F- forta de frecare; z — indltimea medie a neregularitatilor suprafetelor in contact;
v — viteza relativa a celor doud suprafete; g(v) - curba Stribeck pentru viteze la starea

de echilibru; o - rigiditatea neregularitatilor suprafetelor in contact; o; - amortizarea
proeminentelor in contact; c,- coeficientul vasco-dinamic. In scop informativ se
prezintd valorile specificate anterior §i utilizate 1intr-un model simulat:
Fe=1N;Fs=15N; 60 =10° N/m:;c, =314 Ns/m; 65 =0.4Ns/m[3.11].
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Efectul de amortizare se identifica cu orice efect din natura care tinde sa reduca
amplitudinea oscilatiilor dintr-un sistem. In sistemele tehnice acest efect poate fi
utilizat cu un scop util, cel precizat anterior, dar poate sd se manifeste si cu efect
perturbator: efecte de franare in sistemele mecanice mobile, efect de histereza asociat
cu solicitare ciclica In materiale etc. O clasificare a amortizoarelor din lumea reala este
prezentata in figura 3.39.

Amortizoare

Amortizarea
vibratiilor fortate

Amortizarea
vibratiilor libere

J—»

cu lichid e Cu cauciuc
cu aer

cu frecare uscata

magnetoinductive
cu masa inertiala

electronice

Fig. 3.39 Clasificarea amortizoarelor

In cadrul sistemelor tehnice efectul de amortizare se poate modela matematic
printr-o fortd sincrona cu viteza, de aceeasi directie si sens contrar:

F,=-C oy (3.80)

Din punct de vedere practic este avantajoasa utilizarea unor suprafete cilindrice
pentru modelarea amortizorului (fig.3.40). Coeficientul de amortizare este:

3
. 2r-R°-n-l [Nms] (381)
h rad

Fig. 3.40 Amortizor cilindric

Modul de reprezentare schematici a modelului vascos este ilustrat in figura
3.41a,b iar caracteristica unui amortizor ideal in figura 3.41c.
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<—
1 — fa 2
/ﬂ ) Fot
C > M,
a)

V12

®12

©)
Fig. 3.41 Simbolizarea amortizoului linear (a), de rotatie (b) si caracteristica (c)

Conectarea in paralel a doud sau mai multe elemente amortizoare permite
determinarea unui element echivalent care va avea coeficientul de amortizare
echivalent (fig.3.42):

C,=C +C, (3.82)

Ecuatia noului element amortizor pentru cazul unei miscari de translatie va fi:
F,=C,-(vy—v) (3.83)
si respectiv pentru cazul miscarii de rotatie:

M, =C, (o) (3.84)

X X
.—»1 Cz I—>2

Fig. 3.42 Echivalarea a doua elemente vascoase

Legarea in serie a doud amortizoare (fig.3.43) permite definirea unui element
echivalent avand constanta de amortizare:

C -C
C,=——= (3.85)
C +C,
Ecuatia noului element amortizor va fi pentru cazul miscarii de translatie:
Fg=C,p-(v3—v) (3.86)

si respectiv pentru cazul miscarii de rotatie:
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Mg=C, (03— ay) (3.87)
G G,
-0
X X DX

Fig. 3.43 Echivalerea pentru doui elemente de amortizare inseriate

Relatii asemdndtoare se pot obtine si pentru alte structuri mecanice. Pentru
sistemul mecanic mobil din figura 3.37 coeficientul de amortizare echivalent este:

C
C,=C+— (3.88)
l

3.4.2.3. Principii in calcul sistemului mecanic

In rezolvarea problemelor legate de analiza sistemelor mecanice se apeleazi la

modul de tratare clasica respectandu-se:
e Principiul inertiei;
o Principiul independentei actiunii fortelor;
e Principiul actiunii §i reactiunii.

Starea reald de miscare a unui sistem mecanic mobil este stabilita de echilibrul
de forte care actioneaza asupra lui.

Pentru a simplifica modelarea unui sistem mecanic mobil se introduce notiunea
de masa redusa si aceea de moment de inertie redus. In acest mod, studiul dimanic al
sistemului se reduce la studiul dinamic al elementelor de reducere. Ca element de
reducere, se admite rotorul motorului electric, armatura mobila a electromagnetului,
pistonul cilindrului pneumatic si hidraulic, etc.

Prin definitie, masa redusd a unui mecanism este echivalentd cu o masa fictiva
care, concentratd intr-un punct al unui element numit element de reducere, dezvolta
aceeasi energie cineticd pe care o dezvolta intregul mecanism aflat in miscare. Pe baza
definitiei date, se poate scrie relatia de calcul pentru masa redusa:

n
mr:iz.Z(m,..vfu,wf) (3.89)
Vg =l

unde notatiile au semnificatia urmatoare: v, reprezintd viteza de translatie a
elementului de reducere; m; si J; reprezintd masa si respectiv momentul de inertie
mecanic in raport cu o axa ce trece prin centrul de greutate al unui element “i”; v; $i w;
reprezintd viteza centrului de greutate §i respectiv viteza unghiulara a elementului “i”;
n reprezintd numarul de elemente mobile ale mecanismului.

Prin definitie, momentul de inertie redus /, al unui mecanism este echivalent cu
momentul de inertie fictiv al unui volant, care rotindu-se ca element de reducere,
dezvolta aceeasi energie cinetica pe care o dezvoltd intregul mecanism.

Pe baza definitiei, se poate scrie expresia pentru calculul momentului de inertie
redus:
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n
%.Z(ml_.vf.kji.wf) (3.90)
A i=l
unde notatiile au semnificatia: w, reprezintd viteza unghiulard a elementului de
reducere; m; si J; reprezintd masa si respectiv momentul de inertie mecanic in raport cu
0 axa ce trece prin centrul de greutate al unui element “i”’; v; si w; reprezinta viteza
centrului de greutate respectiv viteza unghiulard a elementului “i”; n reprezinta
numarul de elemente mobile ale mecanismului.

In scopul simplificarii analizei fluxului de putere din sistemele mecanice mobile
se utilizeaza notiunile de fortd redusd si moment redus.

In concordanti cu cele prezentate, un sistem mecanic mobil se poate inlocui cu
element de reducere in vederea studiului dinamic.

Aplicabile studiului dinamic pentru sistemul mecanic mobil sunt toate metodele
mecanicii teoretice. In tabelul 3.2 se prezinti modalititi de calcul a momentelor de
inertie pentru citeva corpuri geometrice. In tabelul 3.3 se prezinti relatii de calcul
pentru momentul de inertie redus la arborele motorului.

Tabelul 3.2

Aee\\\eeee\\i::r %7 e (iJ
2

Jred = Jr +4_n;l
Jg =)+

—
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Tabelul 3.3

J,=J, +ml®=
m.

= (2> +B)+mi?

J. =%-(L2 +B)=

=%-pLBH (2> +B?)

J, =%-(H2 +B?)=

1
= pLBH (H?+B?)

3.4.3. Modelul sistemului electric

Sub-sistemul electric are la baza trei parametri fundamentali: sarcind, curent si
tensiune. Acesta este parte integranta a sistemelor mecatronice bazandu-se pe o larga
ofertd de componente: motoare §i generatoare, senzori, circuite, relee, sigurante,
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contactoare, circuite integrate etc.

Primul pas in analiza unor circuite este obtinerea modelului matematic pentru
acestea. Modelul matematic poate consta din ecuatii algebrice, ecuatii diferentiale,
ecuatii integro-diferentiale, etc.

Legile teoriei macroscopice a fenomenelor electromagnetice, legea inductiei
electromagnetice, legile campului magnetic - sunt elemente de bazd in analiza
sistemelor electromagnetice. Notiunile de electrocineticdi - prima teoremd a lui
Kirchhoff (pentru un nod de retea electricd), a doua teorema a lui Kirchhoff (pentru un
ochi de retea electrica), teorema lui Helmholtz-Thevenin, teorema lui Norton etc. —
permit analiza circuitelor electrice din hipersistemul mecatronic.

In regim nestationar, problemele de electrodinamici, se rezolva apeland la legile
teoriei macroscopice ale fenomenelor electrice si magnetice, in cea mai generala forma
alor [3.22].

In figura 3.44 se prezinti elementele pasive — rezistor, inductivitate, capacitate-
care intrd in componenta sistemelor electrice.

Vi Vi Vi
i i i T
R L C T
V2 V2 VZ
a) b) ¢)

Fig. 3.44 Elementele pasive ale circuitelor electrice

Elementul rezistiv este pur disipativ, elemental capacitiv este un element de
acumulare iar elemental inductiv este de tip inertial.
Pentru componenta disipativa — elemental resistor, diferenta de potential este:

Ve=V,-V,=iR (3.91)

Acest element este analog cu elementul amortizor din sistemele mecanice.
Inductorul este componenta inertiald a circuitelor electrice pentru care se poate
scrie:

di
V,=V,-V,=L-— (3.92)
L 1 2 dt

Acest element cu proprietdti inertiale este analog cu o componenta masica din
cadrul sistemelor mecanice.
In circuitele electrice, capacitatea electrica este un element acumulativ:

t
chVl—széjidﬁVc(O) (3.93)
0

Acest element este analog cu un element elastic (arc) din sistemul mecanic.
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Efectul elastic electromagnetic si efectul de amortizare sunt prezente, se

manifesta si trebuie luate in considerare in analiza sistemelor mecatronice [3.6].

sistemelor electrice si unitatile de masura corespunzatoare.

In tabelul 3.4 sunt date principalele marimi derivate care intervin in studiul

Tabelul 3.4

Nr. Mirimea fizica Unitatea de misura

crt. Denumirea Simbol Denumirea Simbol
1 Tensiunea electrica U volt \Y
2 Rezistentd electrica R ohm Q
3 Reactanta X ohm Q
4 Impedanta Z ohm Q
5 Capacitate electrica C farad F
6 Inductanta L henry H
7 Putere activa P watt \
8 Putere reactiva Q var VAR
9 Putere aparentd S voltamper VA
10 | Energie activa W, wattord Wh
11 | Energie reactiva W, varord VAR
12 | Densitatea curentului electric J amper pe metru pitrat | A/m’
13 | Sarcina electrica Q,q coulomb C
14 | Intensitatea campului electric E volt pe metru V/m
15 | Potential electric scalar \Y volt \Y
16 | Inductie electrica D coulomb / metru pitrat | C/m’
17 | Flux electric by coulomb C
18 | Rezistivitate p ohm-metru QOm
19 | Conductivitate electrica c - 1/(Qm)
20 | Inductia magnetica B tesla T

In cadrul aplicatiilor practice se utilizeazi adeseori multiplii sau submultiplii

unititilor fundamentale sau derivate (unititi tolerate). In tabelul 3.5 se prezinti
semnificatia notatiilor care definesc multiplii sau submultiplii unei unitati.

Tabelul 3.5
Simbol Denumire Valoare Simbol Denumire Valoare
G giga 10 d deci 10°
M mega 10° c centi 10~
k kilo 10° m mili 10°
da deca 10 u micro 10°
n nano 107
p pico 10"

Formule si relatii de calcul pentru circuitele electrice fundamentale sunt
prezentate in tabelul 3.6.
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Tabelul 3.6
Nr.crt. Mairimea U.M. Notatie / Valori / Formule
Q
. . A-s sauC =
=|i-dt
1 Sarcina electrica (Coulomb) 0 J.
O=1-t
Sarcina 19
2 electronului A-s e=-16-10""As
Concentratia
3 electronilor in cm” n=10% cm?
metale
. _ i,
ntensitatea
4 curentului electric A (Ampere) i= d_Q 2l = Q
dt t
J=di
5 Densitatea A mm? dA
curentului electric i J= 1
A
— F o
) E =— sau in cAmp omogen
Intensitatea 0
6 A . . Vim
campului electric U
E=—
/
B fe— -
7 Tensiunea electrica V (Volt) Up;= J.E ds
A
. Q-mm’
] Rezistivitatea —_—
electrica m P
sau  Q-m
Rezistenta unui 1
? conductor Q (Ohm) R=p S
Rezistenta unui Ry =Ry (1+ay-20)
10 conduct(jr Q (Ohm) A®=0,-0,
dependenta de . .
: turs oo — coeficientul de temperatura
emperatura 1220 °C
Rezistenta electrica U
11 a unei portiuni de Q (Ohm) R=—2
circuit Yy
Rezistenta electrica
12 echivalenta pentru Q (Ohm) R= Z R,

0 conexiune serie
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(continuare tabelul 3.6)

13

Rezistenta electrica
echivalenta pentru
0 conexiune
paralela

Q (Ohm)

1 1
R 2R

14

Energia electrica

Ws
(Watt.secunda)

Wz]%u'i'dt

W=U-1I-t

15

Puterea electrica

W (Watt)

P

= =U.I=]*R="1—
R

w U’

16

Capacitatea unui
condensator plan

A-s
V
(Farad)

=F

17

Capacitatea
electrica
echivalenta pentru
0 conexiune serie

18

Capacitate electrica
echivalenta pentru
0 conexiune
paralela

19

Inductivitatea unei
bobine

20

Energia electrica
acumulata intr-un
condensator

21

Energia electrica
acumulata intr-o
bobina

22

Tensiunea electrica
la bornele unei
bobine

di
t :L._
u, (1) dr

23

Curentul electric
printr-o bobina

i(t):%-J.u(t)-dt

24

Tensiunea electrica
la bornele unei
capacitati electrice

uc(t)=%.ji(t).dz
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(continuare tabelul 3.6)
25 Curentul electric ) dU
printr-o capacitate i(t)=C- dr

26 | Reactanta inductiva Q (Ohm) Jud
X, (@w)=j-wo-L=w-L-e*
27 Reactanta Q (Ohm) 1 1 i
capacitiva Xc(@)=——=——-¢e 2
jo-C w-C
28 Impedanta Q (Ohm)

Z(m)=|Z|~ef‘p :%.eﬁp

Z(@) =R +(x, - X )’
-X,

XL

3.5. Analogia sistemelor

3.5.1. Metoda bond-graph

O metoda unitara de analiza si modelare dinamica sistemelor fizice are la baza
utilizarea bond-grafurilor. Dinamica sistemului derivdé din aplicarea conservarii
energiei in fiecare moment. Sistemele sunt conectate 1n locuri prin care puterea “curge”
intre acestea. Acest loc este denumit port iar subsistemele cu unul sau mai multe
porturi se numesc multiport [3.6]

Conceptul de port de putere a fost introdus de Harold A. Wheeler in 1949 pentru
circuitele electrice §i extins mai tarziu pentru alte domenii fizice (hidraulic, mecanic
etc.). Acest lucru presupune (conceptual) o interactiune intre parti ale sistemului. Prin
definitie portul reprezintd un punct de interactiune al sistemului, subsistemului sau
elementului cu mediul, un alt subsistem sau element. Portul de putere presupune o
interactiune cu un schimb de energie.

Fiecare port a unui sistem are patru variabile: forta (diferenta de potential) -

e(t); flux (debit, curent) — f(t); efort integral - pZJ.e(t)-dt; flux integral -
g=|s@-di

Puterea pe un port este definita ca fiind:

P(t)=e(t)- f(1) (394)

unde e(?) si f{t) sunt variabilele puterii.
Energia vehiculata printr-un port este:

W= j e(t)- f(t)-dt = j e(t)-d3(t) = j F(t)-dE(t) (395)
iar 3(¢) si E(¢) se numesc variabilele energiei.
Variabilele energiei si ale puterii pentru domeniile mecanic — miscare de
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translatie si rotatie, hidraulic, electromagnetic si termic sunt prezentate in tabelul 3.7.

Tabelul 3.7 [3.5]

Domeniul Efortul Fluxul Puterea Efortul Fluxul Energie
integral integral

Translatie Forta Viteza Fv Impuls Deplasarea Lucrul

mecanica F v X mecanic

Rotatie Cuplu Viteza Moment Lucrul

mecanica M unghiulara Mo cinetic Unghiul ¢ mecanic
0]

Hidraulica | Presiunea P Debit ) Impuls Volum Energia
0 pO hidraulic 14 hidraulica

Electro- Tensiunea Curentul e Flux Sarcina Energia

magnetic e i [0) q electrica

Termic Temperatura Entropie - - - -

Componentele de baza, reprezentand diverse procese fizice, sunt (R, C, I, Se, Sf,

TF, GY, 0,1). Procesele sunt divizate in urmatoarele categorii de baza denumite “port”
in limbajul bond-graf:
e Proces disipativ. In acest caz energia este disipati (pierduti) in mediul
inconjurator. Acesta este simbolizat in bond-graf printr-un rezistor (R).
Rezistorul electric, frecarea dintr-un lagar se poate modela printr-un element
disipativ de tip R. O componenta uniport de tip rezistor (R) este caracterizata

de perechea de variabile e(t) si f(¢) intre care existd o dependentd statica

e =G(f) (independenta de timp)(fig.3.45).
e=R-f

1
=—-e
4 R

(3.96)

(3.97)

S = e
RRﬁ
~_ ™ f

—D} R:RI% %_’

e

Fig. 3.45 Elementul rezitiv
e Proces de acumulare. In cadrul procesului conservativ al energiei, aceasta este
stocata si apoi cedatd dinamic. Exista doua tipuri de elemente: elemente — C i
elemente — 1.

Pentru prima categorie in bond-graf aceste elemente sunt simbolizate in mod
generalizat printr-o element capacitate (C) — pentru variabild de tipul ¢. Capacitatea
electrica, arcul elicoidal de intindere-compresiune, arcul de torsiune sunt componente
constructive care apartin acestei categorii (fig.3.46).

In cadrul acestor elemente cantitatea conservati, ¢, este acumulata prin stocarea
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fluxului net /. Acest rezultat se exprima prin ecuatia de bilant:

4y
pAZpe S
A~ o~ [ L

Fig. 3.46 Elementul de tip capacitiv

(3.98)

=

Variabila efort, e, este exprimabild printr-o ecuatie constitutiva functie de
variabila de stare g:

e=e(q) (3.99)
1

e=—. (3.100)
C q

g= jfdt+ q(0) (3.101)

Pentru elementele — I, cantitatea conservatd p este stocatd prin acumularea

efortului e. Inductivitatea electricd L, masa M, volantul sunt elemente constructive
care apartin acestei categorii (fig.3.47)
Ecuatia de bilant are forma:

dp
Yo 3.102
dt / ( )

existand si o ecuatie constitutiva de forma:

f=f(p) (3.103)
L 1| f
—~ A N —>
- @—D Lls——
— ™M [ 1=

Fig. 3.47 Elementul de tip inductiv

Ecuatiile specifice ale elementului sunt:
f= 1 (3.104)
T '

p= fedf +p(0) (3.105)
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e Sursd. Se includ in aceasta categorie doud cazuri : o sursd de efort S, i o sursa
de flux S; . De ex: in domeniul electric o sursd de tensiune sau o sursid de
curent intrd in aceastd categorie; in domeniul hidraulic o pompd asigurd
presiunea necesara in circuitul hidraulic.

e Proces de conversie. Un transformator generalizat (TR) simbolizeaza acest
proces. Efortul e; si respectiv fluxul f] se vor transforma in e, si respectiv f,
respectadu-se relatiile e, =n-e,si n- f1 = f2 Un exemplu tipic pentru acest
caz este transmisia prin roti dintate. In cazul unei conversii calitative
simbolizarea corespunde termenului (GY) (gyrator) caz in care se respectd
relatiile e; =7 f5, ep =7 f;. De ex.: 0 pompa cu roti dintate actionata electric
realizeazd conversia energie electrica — energie hidraulica; motorul electric
realizeaza conversia energie electricd — energie mecanica.

o Proces de distributie. Asemanator circuitelor electrice fluxul energetic in cazul
teoriei bondgraf este reprezentat in mod paralel sau serial. Jonctiunea din acest
caz este echivalentd nodului din circuitele electrice ( Kirchhoff — I). Exista
doud tipuri de jonctiuni: jonctiune 0 echivalentd conexiunilor in paralel din
electrotehnica si jonctiune 1 echivalenta conexiunilor seriale. Pentru jonctiunea

0 este valabila relatia Z f, =0. Intr-o jonctiune 1 suma variabilelor efort la

acelasi flux este Zel. =0

3.5.2. Metoda impedantei generalizate

In teoria sistemelor una din metodele de bazi in modelare si analizi este cea a
functiei de transfer. Din pacate modul de abordare prin intermediul functiei de transfer
— o marime de intrare si una de iesire — face abstractie de considerente energetice
specifice sistemelor fizice. Teoria sistemelor fizice are la baza notiunea de energie (E)
definitd ca puterea acumulatd in timp. Pornind de la acest aspect se introduce notiunea
de putere generalizatd IT ca produsul a doud marimi cantitative fizice, observabile si
complementare:

[[=a-1t (3.106)

E=[Tldt=adt (3.107)

In mod generic cele doui mirimi se referi la cantititi dintre doud puncte
(a ) (across) si respectiv dintr-un punct (t) (through) (asemandtor ca la pct.3.6.1).
Exemple de o astfel de incadrare a unor marimi fizice sunt prezentate in tabelul 3.8

Tabelul 3.8
DOMENIUL MARIMEA o MARIMEA 1
Translatie mecanica Viteza [m/s] Forta [N]
Rotatie mecanica | Viteza unghiulard [rad/s] Cuplul [Nm]
Electric Tensiunea [V] Curentul [A]
Hidraulic Presiunea [N/m’] Debitul volumic [m’/s]
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Un dipol liniar pasiv (fig.3.48) se echivaleazd in domeniul electric cu o marime
pozitivd care depinde de frecventa de lucru si parametrii circuitului, denumita
impedanta circuitului (tabelul 3.9).

1 1
; dipol | ]
! U liniar — Z
pasiv
I I
Fig. 3.48 Dipol si impedanta
Tabelul 3.9
Z(s)

R sL L
sC

Notiunea de impedanta se poate generaliza i pentru alte domenii diferite de cel
electric. In domeniul mecanic — sisteme mecanice de translatie - impedantele

corespunzatoare, pentru analogia deplasare X «> sarcina electricd, sunt prezentate in
figura 3.49.

RN N
X ES)

F C F s’M ., masa
- - Z(s)=+sC, amortizor
Xl F 2 K, arc

;q

Fig. 3.49 Impedanta mecanica

. de . . y
Pentru analogia vitezd 7(—) intesitatea curentului I, se obtine o altd
t

variantd a impedantei mecanice. Alegerea unei variante sau a alteia tine doar de
comoditatea de lucru. Pentru sistemele mecanice de rotatie se pot defini In mod
asemandtor relatii pentru impedantele echivalente.

Avantajele echivalentelor si generarea impedantei generalizate in modul de
constructie a modelelor pentru sistemele fizice este un lucru cert.

O reprezentare mai complexd a unui sistem are la baza utilizarea notiunii de
cuadripol (fig.3.50).

14 B0
dipol

Ui liniar 18

11_11 _12 2v

Fig. 3.50 Cuadripol
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Sistemul este reprezentat prin doud marimi de intrare si doua de iesire. Exista si
posibilitatea de reprezentare printr-un dipol pentru sistemele fizice mecanice si
avantajele sunt deosebite, in special cand nu se neglijeazd deformatiile torsionale din
sistem in cazul sistemelor rapide, la utilizarea unor cuplaje comandate in lantul
cinematic sau la utilizarea transmisiilor mecanice in lantul cinematic [3.6].

Impedanta pentru diverse elemente este prezentata in tabelul 3.10 [3.5].

Tabelul 3.10

Element electric Capacitate Inductivitate Resistor
efort = tensiune 1 j, I di u=Ri
flux = curent u=—\idt+u u=L—
cit gf ZR:_(I]((S)):R
7 _AU(S)_L L:#:SL :
R (s) sC (s)
Element mecanic Masa Element elastic (arc) Amortizor
(analogie forta — 14 1 dF 1
o M k dt c
efort = viteza 0 1
flux = forta 7 Av(s) 1 62&21 a:&:_
m = F(s) M F(s) &k F(s) ¢
Element mecanic Arc Masa Amortizor
(analogie forta - t dv F=cAv
tensiune) F= k'[ Avdt + F, F= ME F(s)
efort = forta 0 r Z,= (s) =c
flux = viteza F(s) k 7 = i) =sM VS
v(s) s
Element fluidic Capacitate Uzual  ignorat — Rezistenta
efort = presiune 1! efectul de ciocan Ap = Rq
= debit =—|qdt+
Slux = debi p C!C] Do Z:Ap(s):R
Ll _ 1 )
© qls) sC
Element termic Capacitate - Rezistenta
efort = 1 j A® = Rq
temperatura O=—|qdt+0, A®
Sflux = debit Cy Z, = (S) =R
;- AB(s) 1 q(s)
‘ q(s) sC
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