
9. STABILITATEA SISTEMELOR 

9.1. Introducere 
Stabilitatea unui sistem este una dintre proprietăţile importante ale acestuia. 

Noţiunea de stabilitate este întâlnită şi analizată la toate categoriile de sisteme: 
mecanice, electrice, termice etc. Pentru înţelegerea acestei noţiuni se pot prezenta 
diverse exemple edificatoare. 

Stabilitatea unui sistem automat nu este doar o problemă de tipul Da/ Nu (Stabil/ 
Instabil). Dacă un sistem automat este slab stabil, o mică creştere a unui parametru al 
sistemului l-ar putea împinge peste „graniţă”, în zona de instabilitate. Or, intenţia este 
de a proiecta sisteme cu o anumită rezervă („margine”) de stabilitate. De aceea, este 
necesară şi o definirea unei  „măsuri a stabilităţii”.  

9.2. Noţinea de stabilitate. Exemple 
Este îndeajuns de cunoscută problema stabilităţii echilibrului în mecanica 

corpurilor rigide. Dacă un corp se poate rezema în diferite poziţii pe o suprafaţă, 
echilibrul este stabil atunci când în urma unei deplasări arbitrar de mici el revine la 
poziţia iniţială. De exemplu, bila din figura 9.1 este în echilibru instabil în poziţia 1 şi 
în echilibru stabil în poziţia 2. Dacă asupra bilei, aflată în poziţia 2, intervine un impuls 
extern aceasta execută o serie de mişcări oscilatorii în jurul poziţiei de echilibru. 
Aceste mişcări se vor amortiza datorită frecării şi bila va reveni în poziţia de echilibru 
stabil. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig, 9.1 Stabilitatea unei sfere pe o suprafaţă cilindică 
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Conul din figura  9.2a este într-o poziţie instabilă. Conul îşi pierde această 
poziţie la orice stimul extern şi nu mai poate reveni în poziţia iniţială după încetarea 
acestuia.  Poziţia din figura 9.2b (conul se sprijină pe generatoarea sa) este o poziţie de 
stabilitate neutră (la limită). Un stimul extern provoacă conului o uşoară rulare făra ca 
acesta să-şi părăsească contactul realizat cu solul prin generatoare. Poziţia din figura 
9.2c este poziţia stabilă. Orice stimul extern uşor scoate conul din poziţia iniţială dar 
acesta revine la aceasta după încetarea stimulului. 

 

a) b) c)  
Fig, 9.2 Stabilitatea unui con 

Teorema Lagrange-Dirichlet descrie matematic problema echilibrului stabil 
pentru un sistem de puncte materiale. 

În planul (ω, M) se pot defini limitele admise pentru cuplu şi viteză în cadrul 
unui sistem de acţionare (SA). Această zonă va defini domeniul admisibil de 
funcţionare (fig.9.3). 

 
Fig, 9.3 Domeniul de funcţionare 

 În acest sistem (ω, M) în care s-au trasat caracteristicile mecanice  motoare şi 
rezistente, regimul de funcţionare staţionar pentru SA corespunde punctului A de 
intersecţie al celor două caracteristici (fig.9.3). Punctul A trebuie să îndeplinească 
următoarele condiţii: 

a) - să fie un punct real de funcţionare, adică să corespundă unui set de valori 
(ω, M) care să asigure o funcţionare sigură şi corectă tehnologic, mecanic, electric, etc. 
şi să aparţină domeniului admisibil; 

b) - să fie un punct de funcţionare stabil. 
Pentru analiza stabilităţii se prezintă calitativ în figura 9.4 cele două 

caracteristici mecanice (rezistentă şi motoare) şi punctul de funcţionare A. Interesează 
dacă echilibrul obţinut este stabil sau instabil. Se spune că functionarea este stabilă 
dacă după dispariţia oricărei perturbaţii, care cauzează variaţia vitezei unghiulare ω0, 
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un agregat tinde să rămână la mişcarea iniţială. În caz contrar, când după o perturbaţie 
oricât de mică, viteza unghiulară se îndepărtează de valoarea sa de regim permanent se 
spune că funcţionarea este instabilă. 

 
Fig, 9.4 Punct stabil şi instabil de funcţionare 

Creşterea, datorită unei perturbaţii, a vitezei unghiulare la valoarea ω'' implică o 
relaţie de legătură între momente de forma rm MM <  şi deci o tendinţă de scădere a 
vitezei înspre valoarea ω0 (fig.9.4a). La o scădere a vitezei unghiulare sub cea de regim 
permanent ω' < ω0 există relaţia rm MM >  şi deci apare tendinţa de creştere a vitezei 
unghiulare spre valoarea de regim. Punctul de funcţionare "A" este astfel un punct de 
funcţionare stabil. În  acelaşi mod se poate concluziona că punctul "B" este un punct de 
funcţionare instabil (fig.94b). 

Din punct de vedere matematic, condiţia de stabilitate a unui punct de 
funcţionare se exprimă prin relaţia: 
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Aceasta înseamnă că pentru a avea un punct de funcţionare stabil este necesar ca 
panta caracteristicii mecanice motoare să fie mai mică decât panta caracteristicii 
mecanice rezistente în acel punct. 

În analiza unor sisteme mecanice mobile se pune adeseori problema 
deformaţiilor elatice şi a echilibrului. O serie de lucrări analizează problema stabilităţii 
elastice [9.4]. Un exemplu în acest sens este prezentat în figura 9.5a. În anul 1940 a 
fost construit un pod peste râul Tacoma (statul Whashington). S-a constat de fiecare 
dată că podul are oscilaţii sub acţiunea unor vânturi mai puternice. După 4 luni un vânt 
puternic a produs o oscilaţie cu amplitudine ridicată cauzând o catastrofă (fig.9.5b). 

Analiza stabilităţii din sistemele hidraulice, sistemele electrice etc. face obiectul 
unui studiu atent şi necesar pentru o proiectare optimală.   

Scopul oricărui sistem automat este de a realiza o relaţie de dependenţă între 
două variabile (funcţie de timp) între care un există relaţii de interdependenţă, rezultate 
din legi fizice absolute. Altfel spus, o mărime de ieşire y(t) trebuie să urmărească, cât 
mai fidel posibil, variaţiile mărimii de intrare u(t) oricare ar fi variaţiile mărimilor 
perturbatoare.  

Funcţionarea unui sistem sub acţiunea mărimilor din exterior este caracterizată 
prin două regimuri: regimul staţionar şi regimul tranzitoriu. 
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a) 

 
b) 

Fig, 9.5 Catastrofa de la podul Tacoma 

Sistemele în care se poate realiza un regim staţionar se numesc sisteme stabile.  
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În cercetarea stabilităţii unui sistem interesează stabilitatea absolută, care artă 
dacă sistemul este sau nu stabil şi stabilitatea relativă, care arată gradul de stabilitate, 
respectiv modul în care sistemul tinde spre regimul staţionar. 

9.3. Stabilitatea sistemelor şi poziţia polilor 

9.3.1. Stabilitatea şi ecuaţia caracteristică 

Un sistem este definit ca fiind stabil dacă: 
• după aplicarea unui impuls la intrarea sistemului, mărimea de ieşire revine la 

valoarea originală; 
• orice mărime de intrare finită generează / cauzează o mărime de ieşire finită. 

Datorită modului diferit în care răspunde un sistem la semnale de intrare diferite, 
un mod general de a caracteriza stabilitatea sau instabilitatea sistemului este analiza 
răspunsului la semnal treaptă unitară („răspunsul indicial”). Sistemul automat căruia i 
se aplică la intrare un semnal treaptă unitară este stabil, dacă componenta tranzitorie 
a răspunsului se anulează.  

Fiind dată funcţia de transfer a unui sistem, )(sG , în cazul cel mai general, 
răspunsul indicial al sistemului  în domeniul s este dat de relaţia: 
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unde numitorul are n rădăcini (reale şi imaginare), dintre care i sunt multiple. 
Aplicând transformata Laplace inversă semnalului de ieşire )(sY , se obţine 

răspunsul sistemului analizat la semnal treaptă unitară în domeniul timp: 
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Răspunsul include două componente:  
• Componenta )( ∞→th  de regim forţat în cadrul căruia variaţia mărimii de ieşire 

este determinată numai de mărimea de intrare; 
• Componenta )(tht de regim liber în care variaţia mărimii de ieşire depinde doar 

proprietăţile fizice ale sistemului; 

)()( )( thhth tt += ∞→   ( 9.4)  

 Regimul staţionar (regimul permanent când mărimea de intrare şi de ieşire 
rămân invariabile în timp) este caracterizat prin lipsa componentei libere 0)( =tht . 
 Astfel, 

)(10)( tSCh t ⋅==∞→   ( 9.5) 

este valoarea de regim staţionar a răspunsului, iar 



9.3 - Stabilitatea sistemelor şi poziţia polilor 
 

268 

tsi
i

in

k

ts
k

-
t

ik etAtAAeCsHth )()]([)( 1
21

1

1 −
−

=

++++⋅== ∑ ΛL   ( 9.6) 

este componenta tranzitorie, de care depinde comportarea sistemului în regim dinamic.  
 Să analizăm regimul liber pe baza consideraţiilor referitoare la rădăcinile 
ecuaţiei caracteristice. 

• Toate rădăcinile si sunt reale şi distincte 
Dacă aceste rădăcini sunt negative atunci 

021 === Λtsts ee   ( 9.7) 

(fiecare termen tinde aperiodic cu timpul la zero) şi componenta tranzitorie se anulează 
pentru că fiecare din componentele sale se anulează. În acest caz sistemul este stabil. 
 Dacă printre rădăcini există o singură rădăcină pozitivă, de exemplu 0>ks , 

atunci tske  va tinde cu timpul la infinit şi implicit componenta liberă a răspunsului va 
tinde aperiodic la infinit când ∞→t . În acest caz sistemul este instabil. 

• Ecuaţia are o pereche de rădăcini complex conjugate 

;; 1 kkkkkk jsjs ω−σ=ω+σ= +   
( 9.8) 

toate celelalte rădăcini sunt reale, distincte şi negative. 
 În acest caz suma termenilor respectivi ai componentei libere a răspunsului 
devine: 
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 Utilizând relaţiile lui Euler, egalitatea anterioară se poate transforma sub forma: 
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t
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unde: 
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 Dacă partea reală kσ  a rădăcinilor complexe este negativă, atunci relaţia (9.10) 
reprezintă oscilaţii amortizate (de pulsaţie constantă şi amplitudine descrescătoare în 
timp). Dacă însă, partea reală este pozitivă relaţia este caracteristică oscilaţiilor 
amplificate. 
 Rezultă astfel că dacă ecuaţia caracteristică admite rădăcinile s1, s2, ...reale şi 
complex conjugate, atunci răspunsul este periodic amortizat şi deci sistemul este stabil 
numai în cazul când rădăcinile rădăcinile reale au semnul negativ, iar partea reală a 
rădăcinilor complex conjugate este negativă. Se observă că analiza stabilităţii 
sistemului a condus la o analiză a semnului rădăcinilor ecuaţiei caracteristice, adică a 
semnului valorilor care anulează numitorul funcţiei de transfer,  polii funcţiei de 
transfer.  
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• Ecuaţia caracteristică admite rădăcini multiple 
 Admitem că ecuaţia caracteristică are o rădăcină  multiplă de ordinul i iar 

restul rădăcinilor sunt reale, distincte şi negative. În acest caz componenta răspunsului 
liber corespunzătoare celor i rădăcini are expresia (din 9.6): 

tsi
iit ketAtAAth )...()( 1

21,
−+++=

  
( 9.13)

 
 În relaţia anterioară termenul tske  este cel care defineşte comportamentul în 

timp a expresiei şi implicit al sistemului. Dacă rădăcina multiplă este reală şi negativă 
atunci 0→tske  când ∞→t . Astfel, expresia anterioară va tinde la zero şi deci 
sistemul este stabil asimptotic. O analiză asemănătoare se poate realiza şi pentru cazul 
unei perechi de rădăcini multiple complexe conjugate iar concluzia este asemănătoare: 
sistemul este stabil asimptotic dacă rădăcina are partea reală negativă.  

În fig.9.6 - 9.7  sunt reprezentate variaţiile componentei tranzitorii, în funcţie de 
semnul şi valoarea rădăcinilor sk şi sk+1. 

Dacă toţi polii funcţiei de transfer sunt complex conjugaţi şi au partea reală 
negativă, (adică 0<kσ ), deci sunt localizaţi în semiplanul stâng al planului s, sistemul 
este stabil (cazul a); la acţiunea unei perturbaţii, efectuează oscilaţii care se 
amortizează în timp. 

Dacă toţi polii funcţiei de transfer sunt reali (adică 0=kω ) şi sunt negativi 
(adică 0<kσ ), sistemul este de asemenea stabil; amortizarea componentei tranzitorii 
se realizează fără oscilaţii (cazul b). 

Atât în cazul a, cât şi în cazul b, durata regimului tranzitoriu este determinată de 
existenţa componentei xetk cu kσ cel mai mic, adică polii cei mai apropiaţi de axa jω, 
numiţi poli dominanţi. 

Dacă din cei n poli, cel puţin o pereche are 0<kσ , sistemul este instabil; el 
efectuează oscilaţii cu amplitudine crescătoare, teoretic, până la infinit (cazul c). Dacă 
din cei n poli, cel puţin unul este real şi pozitiv, ( 0>kσ , 0=kω ), atunci sistemul este 
de asemenea instabil, dar amplitudinea componentei tranzitorii tinde la infinit fără 
oscilaţii (cazul d). 

Pot să apară şi două situaţii particulare: când din totalul rădăcinilor, cel puţin una 
este nulă, 0=ks , (poli în origine), sau cel puţin o pereche de poli complex conjugaţi 
au 0=σk  (poli pe axa imaginară) şi restul de poli au 0<σk  (fig. 9.7). În primul caz 
( 0=ks ), după amortizarea celor n-1 componente, componenta tranzitorie rezultantă 
este: 

ktkt Chth ==)(
  

( 9.14) 

şi avem de a face cu o stabilitate neasimptotică. În funcţie de condiţiile iniţiale, 
componenta poate lua orice valoare şi un astfel de sistem automat este inutil. Sistemul 
este la limita aperiodică de stabilitate, adică este stabil neutru. 

În al doilea caz, când polii sunt pe axa imaginară, ( kk js ω±= ), componenta 
tranzitorie este: 
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)sin()( kkkt tCth ψω +=
  

( 9.15) 

 Sistemul efectuează oscilaţii neamortizate de amplitudine constantă, sistemul 
aflându-se la limita oscilantă de stabilitate; el este de asemenea stabil neutru.  

Sistemele automate cu poli în origine sau pe axa imaginară se numesc „sisteme 
pseudo-stabile”. 

Fig, 9.6 Poziţia polilor şi stabilitatea sistemului (cazul I) 
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 Fig, 9.7  Poziţia polilor şi stabilitatea sistemului (cazul II) 

9.3.2. Criteriul general de stabilitate 

Având în vedere cele expuse anterior, se poate enunţa un criteriu general 
referitor la stabilitatea sistemelor liniare: 

Pentru ca sistemul automat să fie stabil, este necesar şi suficient ca toţi polii 
funcţiei de transfer să fie localizaţi în semiplanul stâng al planului complex s. 

În practică, determinarea polilor funcţiei de transfer a sistemului automat nu este 
totdeauna o operaţie simplă. De aceea, a fost necesară formularea unor criterii de 
stabilitate practice, care să permită analiza stabilităţii sistemului  fără a fi necesară 
cunoaşterea polilor funcţiei de transfer.  

În plus, în problemele de sinteză a sistemelor trebuie determinată influenţa 
asupra stabilităţii a diferitelor constante fizice ce caracterizează sistemul. Se cere de 
asemenea determinarea modului în care pot fi modificate diferite constante fizice ale 
sistemului, astfel încât, stabil fiind, sistemul să funcţioneze cu anumiţi parametri de 
calitate în regim tranzitoriu şi staţionar. 

9.3.3. Locul rădăcinilor (root locus) 

 Locul geometric al punctelor (în engleză locus) se defineşte ca mulţimea tuturor 
punctelor care satisfac un set de condiţii. Termenul root se referă la toate rădăcinile 
ecuaţiei caracteristice care sunt polii funcţiei de transfer a sistemului în circuit închis. 

Polii funcţiei de transfer definesc parametrii de răspuns a sistemului şi astfel 
performanţa şi stabilitatea sistemului. În aceste condiţii, root-locus defineşte graficul 
polilor funcţiei de transfer a sistemului închis. 
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Pentru sistemul cu reacţie din figura 9.8, funcţia de transfer este: 
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Fig, 9.8  Sistem cu reacţie 

Considerăm ecuaţia caracteristică scrisă sub forma: 
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sau  

01 =⋅+
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numK   ( 9.18) 

unde: num este numărătorul formei polinomiale; den este numitorul formei polinomiale 
iar K este amplificarea ( 0>K ). Vectorul K include toate valorile amplificărilor pentru 
fiecare buclă închisă. 

Locul rădăcinilor este desenat prin utilizarea funcţiei din Matlab 
rlocus(num,den). Un exemplu de fişier, r_loc.m, este prezentat în figura 9.9. 
Rezultatul obţinut, locul rădăcinilor,  prin rularea programului este prezentat în figura 
9.10. Selectarea manuală a unui punct de pe grafic conduce la deschiderea unei casete 
care prezintă parametrii sistemului pentru punctul respectiv de funcţionare. 

 
Fig, 9.9  Fişier de lucru pentru generarea locului rădăcinilor 

Pentru reprezentarea  rădăcinilor se poate utiliza şi funcţia: 
r = rlocus(num,den) 
plot(r,’ ’) 

unde în sintaxa funcţiei (în ‘?‘) se va introduce semnul dorit pentru reprezentarea 
grafică (“x” sau ‘o’ sau ‘*’, etc.). 
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Fig, 9.10  Locul rădăcinilor 

Vectorul de amplificare este introdus de utilizator. În acest mod se mai pot 
utiliza şi funcţiile: 

[r,k] = rlocus(num,den) 
[r,k] = rlocus(num,den,k) 
[r,k] = rlocus(A,B,C,D)  ( 9.19) 
[r,k] = rlocus(A,B,C,D,K) 
[r,k] = rlocus(sys) 

9.3.4. Poli şi performanţe 

Comportarea sistemului de reglare automată în timpul procesului tranzitoriu, ce 
are loc după apariţia cauzei care-l provoacă, se numeşte calitate dinamică a sistemului. 
Principalii indici care carcaterizează calitatea dinamică sunt: suprareglarea, durata 
regimului tranzitoriu, durata adimensională a regimului tranzitoriu [9.5]. Indicii de 
calitate ai sistemului depind de poziţia polilor şi zerourilor. Constantele fizice ale 
sistemului determină acest comportament. În acelaşi timp, o analiză a modului de 
dependenţă a acestor indici de constantele fizice permite definirea unui domeniu în 
care trebuie să se găsească polii astfel încât indicii de calitate să fie realizaţi. 
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Exemplificăm problema abordată pentru indicele de calitate al sistemului definit 
prin suprareglarea admisibilă aσ≤σ . 

Pentru un sistem de ordinul doi suprareglarea se poate defini prin relaţia: 

21 ξ−

ξ⋅π
−

=σ e   ( 9.20) 

Introducând şi condiţia 10 <ξ< se poate determina valoarea admisibilă a 
coeficientului de amortizare: 
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22

  ( 9.21) 

Rezultă în acest mod că polii trebuie să fie localizaţi în domeniul nehaşurat 
(fig.9.6) în stânga traseului A-O-B. 
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Fig, 9.11 Limitarea zonei permise pentru poziţia polilor 

 În acelaşi context este necesar să mai introducem o noţiune des utilizată în 
domeniul sistemelor automate. Considerăm în acest sens sistemul cu funcţia de 
transfer: 
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Răspunsul sistemului la un semnal de tip treaptă unitară este descris de funcţia: 

tt eety ⋅−⋅− ⋅+⋅−= 4010
3
1

3
401)(   ( 9.23) 
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Se observǎ cǎ funcţia de transfer are 2 poli în punctele 401 −=p  şi 102 −=p . În 

cadrul rǎspunsului sistemului, funcţia exponenţialǎ te ⋅−10  este asociatǎ lui 102 −=p şi 
te ⋅−40  lui 401 −=p . 

În plus, din reprezentarea graficǎ este evident cǎ pentru ∞→t , 0e t10 →⋅− tinde 
mai lent în raport cu t40e ⋅− . Se spune cǎ polul 40p1 −=  este mai rapid ca polul 

10p2 −= . Cu cât polul este mai aproape / mai departe faţǎ de axa imaginarǎ, se spune 
cǎ este mai lent / rapid. Polul lent este dominant faţǎ de polul rapid. 

 

t40e ⋅−  

t10e ⋅−  

 
Fig, 9.12 Variaţia funcţiilor exponenţiale cu exponenţi diferiţi 

9.4. Criterii algebrice de stabilitate 

9.4.1.  Criteriul de stabilitate Hurwitz 

Criteriul de stabilitate Hurwitz se bazează pe relaţia care trebuie să existe între 
coeficienţii unei ecuaţii diferenţiale, pentru ca rădăcinile acesteia să fie localizate în 
semiplanul complex stâng. De aceea, criteriul Hurwitz este criteriu algebric şi se mai 
numeşte „criteriul coeficienţilor”. 

Fie numitorul funcţiei de transfer, Q(s) şi rădăcinile acestuia, s1, s2, ...sn. 

0))....()((...)( 2101
1

1 =−−−=++++= −
− nn

n
n

n
n ssssssaasasasasQ ( 9.24) 
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Dacă toate rădăcinile sk sunt localizate în semiplanul s stâng, forma lor generală 
este: 

kkk

kkk
js

js
ω−σ−=

ω+σ−=

+1   (9.25)
 

cu 0>kσ . 

Produsul rădăcinilor este: 

( ) ( )
22
1

)(

)]()][([

kk

kkkkkk

s

jsjsssss

ω+σ+=

=ω−σ−−ω+σ−−=−⋅− +
  ( 9.26) 

şi este pozitiv, ca sumă de două pătrate. Rezultă că pentru 0>na  şi coeficienţii 

polinomului Q(s) , 0>ka , sunt pozitivi. Rezultatul este reformulat prin criteriul 
Stodola [9.3]: pentru ca un polinom să aibă toate rădăcinile cu partea reală negativă 
este necesar ca: 

01 sgn....sgnsgn aaa nn === −   
( 9.27) 

Reciproca nu este adevărată decât pentru sisteme de ordinul unu ( 1=n ) şi doi 
( 2=n ). Pentru sisteme cu 3≥n  sunt ncesesare condiţii suplimentare. 

 
Exemplu  
Fie ecuaţia polinomială cu coeficienţi pozitivi: 

0304)( 23 =+++= ssssQ  
Ecuaţia se poate rescrie, funcţie de rădăcinile sale, sub forma: 

( ))31)31)(3()102)(3()( 2 jsjssssssQ +−−−+=+−+=  
Se observă că rădăcinile js 313,2 ±=  au partea reală pozitivă. 
 
Polinoamele care au toate rădăcinile is  ( ),....,2,1 ni = cu partea reală negativă 

se numesc polinoame Hurwitz.  
În acord cu cele specificate, un sistem liniar este stabil asimptotic dacă 

polinomul caracteristic este de tip Hurwitz.  
 Pentru sisteme de ordin superior, pe lângă cerinţa ca toţi coeficienţii 

polinomului caracteristic să fie pozitivi, se adaugă şi alte cerinţe, formulate prin 
criteriul Hurwitz. 

Pentru acest lucru, reconsiderăm polinomul caracteristic: 

0...)( 01
1

1 =++++= −
− asasasasQ n

n
n

n   
( 9.28) 

 Pe baza acestuia se poate construi determinantul lui Hurwitz, cu n linii şi n 
coloane, cu ajutorul coeficienţiloe ak, astfel: 

• se formează diagonala principală din coeficienţii de la an-1, an-2, ...a0: 



STABILITATEA SISTEMELOR - 9 277 

...????
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1
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=
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n

n

n

a
a

a
a

H

  

( 9.29) 

• se completează coloanele în celulele superioare diagonalei cu coeficienţi în 
ordine descrescătoare, iar în celulele inferioare diagonalei principale, cu 
coeficienţi în ordine crescătoare; 

• în locul coeficienţilor ai căror indici sunt mai mici ca zero, sau mai mari ca n, se 
scrie valoarea zero: 

...............

...0

...0

...

...

42

531

642

7531

−−

−−−

−−−

−−−−

=

nnn

nnn

nnnn

nnnn

aaa
aaa
aaaa
aaaa

H

  

( 9.30) 

• se construiesc toţi determinanţii minori de nord-vest, adică acei minori care au 
linia superioară şi coloana din stânga în coincidenţă cu cele ale determinantului 
Hurwitz: 

......
0 31

42

531

3

2

31
2

11

−−

−−

−−−

−

−−

−

=

=

=

nn

nnn

nnn

nn

nn

n

aa
aaa
aaa

H

aa
aa

H

aH

  

( 9.31) 

Dacă toţi determinanţii minori H1,...Hn sunt pozitivi, polinomul caracteristic este 
de tip Hurwitz şi atunci toate rădăcinile ecuaţiei polinomiale 0)( =sQ sunt localizate în 
semiplanul stâng al planului complex s Im)(Re, . Sistemul având funcţia de transfer 

)(
)()(

sQ
sPsG =  este stabil. 

 Exemplificăm criteriul pentru un sistem cu polinomul caracteristic 

01
2

2
3

3)( asasasasQ +++= . Condiţiile Hurwitz pentru stabilitatea sistemului sunt: 

021 >= aH   ( 9.32) 

03021
13

02
2 >−== aaaa

aa
aa

H
  

( 9.33) 
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( ) 0
0

0
0

30210

02

13

02

3 >−⋅== aaaaa
aa

aa
aa

H

  

( 9.34) 

Criteriul Hurwitz permite analiza sistemului şi în condiţiile unor coeficienţi 
liberi pentru ecuaţia caracteristică. În acest mod se poate realiza şi sinteza 
subsistemelor compenente astfel ca sistemul să fie stabil. 

Exemplu 
Se consideră un sistem pentru care se prezintă schema bloc (fig.9.8). Se cere să 

se determine condiţiile pe care trebuie să le îndeplinească coeficinţii utilizaţi astfel ca 
sistemul să fie stabil. 

 

s
K0  1

1

1 +τ s
 

)(sU )(sY  

- 
+ 1

1

2 +τ s
 

  

Fig, 9.13  Analiza stabilităţii unui sistem cu reacţie unitară 
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=   ( 9.35) 

0

0
1)(

)()(
G

G
sU
sYsG
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==   ( 9.36) 

( )( ) ( ) 3
21

2
210

0

21

0
11

)(
sssK

K
sss

KsG
ττ+τ+τ++

=
τ+τ+

=   ( 9.37) 

( ) 3
21

2
210)( sssKsQ ττ+τ+τ++=   ( 9.38) 

 În acord cu criteriul Stodola şi Hurwitz este necesar să fie îndeplinite  
următoarele condiţii pentru existenţa unei stabilităţi asmptotice: 

• Coeficienţii ecuaţiei caracteristice: 

213 ττ=a   ( 9.39) 

212 τ+τ=a   ( 9.40) 

11 =a   ( 9.41) 

00 Ka =   ( 9.42) 
trebuie să pozitivi. Rezultă astfel că este necesar ca: 

000 >= Ka   ( 9.43) 

• Este necesar ca minorii caracteristici să fie pozitivi: 

( ) 00321 >− aaaa   ( 9.44) 
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Înlocuind valorile coeficienţilor liberi, se obţine: 
002121 >ττ−τ+τ K   ( 9.45) 

21

21
0 ττ

τ+τ
<K   ( 9.46) 

• Din condiţiile anterioare se poate concluziona pentru constanta K0: 

21

21
00

ττ
τ+τ

<< K   ( 9.47) 

 Exemplu de calcul 
Se consideră sistemul deschis având funcţia de transfer: 

1001023
)( 23 +++
=

sss
SsG

  
(9.48)  

Ce valoare trebuie să aibă sensibilitatea mecanică S a sistemului deschis, pentru 
ca sistemul cu feed-back unitar să fie stabil? 

Se observă că sistemul deschis este stabil, indiferent de valoarea sensibilităţii 
mecanice S. Polii funcţiei de transfer pentru sistemul deschis sunt: 

1,102,102 321 −=−−=+−= sjsjs   (9.49) 

Funcţia de transfer a sistemului cu feedback unitar este: 

Ssss
S

sG
sGsG f

++++
=

+
=

1001023)(1
)()( 23   ( 9.50) 

Sistemul închis fiind de ordinul trei, o condiţie necesară pentru a fi stabil este 
aceea ca toţi coeficienţii ak să fie pozitivi. Singurul coeficient care depinde de S este a0: 

Sa +=1000   ( 9.51) 

Conform criteriului Hurwitz, este necesar în primul rând ca acest coeficient să 
fie pozitiv, deci: 

100−>S   ( 9.52) 

 Se construieşte determinantul Hurwitz şi minorii săi de nord-vest: 

SS
S

H

H
S

S
H

−=−−=
+

=

=

+

+
=

206100306
1021

1003
3

10030
01021
01003

2

1

  

( 9.53) 

Pentru ca minorii să fie pozitivi (vezi criteriul Hurwitz), din relaţia (9.53) rezultă 
că este necesar să existe: 

206<S   ( 9.54) 

Combinând determinările (9.52) şi (9.54), rezultă că, pentru ca sistemul cu 
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feedback unitar corespunzător sistemului deschis caracterizat prin funcţia de transfer 
(9.48) să fie stabil, este necesar ca sensibilitatea mecanică a acestuia să satisfacă 
relaţia: 

206100 <<− S   ( 9.55) 

9.4.2. Criteriul de stabilitate Routh. Aplicabilitate şi exemple.  

9.4.2.1. Introducere în criteriul Routh 
Acest criteriu oferă o metodă o metodă simplă şi directă pentru stabilirea 

numărului de rădăcini cu partea reală pozitivă adică, rădăcinile localizate în 
semiplanul drept. Într-o formă generală, transformata Laplace a unui sistem, se poate 
reprezenta prin raportul a două polinoame în s: 

01
1

1 ...
)(

)(
)()(

asasasa
sP

sQ
sPsX n

n
n

n ++++
== −

−
  ( 9.56) 

în care toţi coeficienţii ai sunt prezenţi în ecuaţie, sunt reali şi pozitivi. Dacă un 
coeficient este nul atunci polinomul Q(s) are rădăcini în semiplanul drept sau pe axa 
imaginară şi sistemul este fie instabil fi stabil la limită. 
 Pe baza coeficienţilor ecuaţiei anterioare se poate construi tabela lui Routh   cu 

1+n linii şi 1+n  coloane, cu ajutorul coeficienţiloe ak, astfel: 
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Fig, 9.14  Tabela lui Routh 
în care constantele începând cu linia 3, coeficienţii  se determină prin relaţii de forma: 
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  ( 9.57) 

Se continuă şirul de calcul până când ultimul b este nul.  
 Constantele c se determină într-un mod asemănător, pe baza constantelor din 
rândurile anterioare: 
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 Celelalte linii de constante din tabela lui Routh (fig.9.14) se determină în mod 
analog până la rândul  s0. Fiecare din ultimele două linii conţine un termen diferit de 
zero. După completarea tabelei se determină numărul rădăcinilor din semiplanul drept 
pe baza criteriului Routh-Hurwitz: numărul rădăcinilor cu partea reală pozitivă ale 
ecuaţiei caracteristice este egal cu numărul de schimbări de semn în prima coloană a 
coeficienţilor. 

Exemplu 
Se consideră ecuaţia caracteristică pentru un sistem: 

44732)( 23456 ++++++= sssssssQ   ( 9.59) 

Se cere să se analizeze stabilitatea sistemului prin aplicarea criteriului Routh. 
Se poate construi tabela coeficienţilor: 
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Fig, 9.15  Tabela lui Routh calculată 

Din analiza rezultatelor din tabela anterioară rezultă că în prima coloană a 
coeficienţilor există 4 schimbări de semn. Aceasta înseamnă, în conformitate cu 
criteriul anunţat, că sistemul este instabil. 

Utilizând mediul Matlab se pot determina rădăcinilor ecuaţiei caracteristice 
astfel că valorile acestora confirmă faptul că sistemul nu este stabil. 

ans = 
   0.8244 + 1.3621i 
   0.8244 - 1.3621i 
  -1.0989 + 0.9362i  ( 9.60) 
  -1.0989 - 0.9362i 
  -0.2255 + 0.8404i 
  -0.2255 - 0.8404i 
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Exemplu 
Pentru un sistem dat ecuaţia caracteristică este: 

24011050302)( 2345 +++++= ssssssQ   ( 9.61) 

 Conform cu metodologia prezentată anterior, se poate cosntrui tabela 
coeficienţilor: 

00240
0022.32
024054
0105

240502
110301

0

1

2

3

4

5

s
s
s
s
s
s

−

−

 
Fig, 9.16  Tabela lui Routh calculată 

Existenţa schimbărilor de semn (două schimbări) în prima coloană confirmă 
instabilitatea sistemului 

Pentru confirmarea instabilităţii sistemului, prezentăm rădăcinilor ecuaţiei 
caracteristice: 

ans = 
  -0.2330 + 5.0022i 
  -0.2330 - 5.0022i 
   0.1966 + 2.2198i  ( 9.62) 
   0.1966 - 2.2198i 
  -1.9271           
 
Tabela Routh permite analiza sistemului şi în condiţiile unor coeficienţi liberi 

pentru ecuaţia caracteristică. În acest mod se poate realiza şi sinteza subsistemelor 
compenente astfel ca sistemul să fie stabil. 
 Exemplu  

Se consideră schema bloc a unui sistem şi se cere să se determine amplificarea K 
( 0>K ) astfel încât sistemul să fie stabil. 

 
 

)10)(2( ++ sss
K+ 

- 

)(sU  )(sY

 
Fig, 9.17 Sistem propus pentru analiza stabilităţii 

Funcţia de transfer a sistemului echivalent (după aplicarea algebrei schemelor 
bloc) este: 

Ksss
KsG

+++
=

5015
)(

23
  ( 9.63) 
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Tabela Routh construită pentru acest caz este prezentată în figura 9.18. 
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Fig, 9.18  Tabela Roth 

Impunând condiţia inexistenţei schimbării de semn pe prima coloană, se 
determină uşor că sistemul este stabil pentru 750>K . 

9.4.2.2. Cazuri particulare în aplicabilitatea criteriului Routh 
Există cazuri când criteriul Routh nu poate fi aplicat în mod direct unei ecuaţii 

caracteristice. Se impune astfel utilizarea unei proceduri specifice particularităţii 
respective. 

a) Existenţa unui zero în prima coloană a tabelei Routh 
Prezenţa unui zero în prima coloană conduce, conform cu relaţiile de calcul, la o 

valoare infinită în linia imediat următoare. Pentru a se putea aplica criteriul Routh, se 
multiplică polinomul caracteristic Q(s) cu un factor )( as + . Este necesar pentru 
factorul de multiplicare ca valoarea α > 0 şi a− să nu fie rădăcină a lui Q(s). Se aplică 
criteriul Routh noului polinom rezultat ( )assQsQ +⋅= )()( . Concluziile rezultate din 
noua aplicaţie sunt valabile şi pentru polinomul original Q(s). 

Exemplu 
Se consideră polinomul caracteristic  

322)( 234 ++++= sssssQ   ( 9.64) 

pentru care se cere aplicarea criteriului Routh. 
 Aplicarea criteriului conduce la obţinerea tabelei Routh în care se constată 
existenţa unui zero şi implicit a valorii infinite în prima coloană a tabelei. 
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 Fig, 9.19  Tabela lui Routh 
 Conform cu procedura analizată, se înmulţeşte polinomul caracteristic cu 
factorul )1( +s  rezultând noul polinom: 

35432)( 2345
1 +++++= ssssssQ   ( 9.65) 

 Aplicând criteriul Routh pe noul polinom, se obţine noua tabelă: 
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Fig, 9.20 Tabela calculată a lui Routh 

Se constă pe prima coloană două schimbări de semn. Sistemul cu polinomul 
caracteristic dat este instabil. 

 
b)  Existenţa unei „linii zero” în tabela Routh 

În acest caz tabela Routh nu poate fi completată datorită nedeterminărilor care se 
crează (existenţa unor termeni ( )0

0  ). Este necesar să se aplice o procedură care să 

elimine nedeterminările specificate: 
1. forma polinomului caracteristic auxiliar q(s) se aplică liniei care precede „linia 

zero”; 
2. se calculează forma derivativă de ordinul unu a polinomului q(s) şi se înlocuieşte 

„linia zero” cu coeficienţii polinomului )1(
)(sq ; 

3. se aplică construcţia tabelei Routh în procedura clasică. 
 

Exemplu 
Analizăm stabilitatea unui sistem cu polinomul caracteristic: 

3322)( 2345
1 +++++= ssssssQ   ( 9.66) 

Construcţia iniţială a tabelei Routh conduce la situaţia enunţată: 

0

1

2

3

4

5

???
000
321
321

s
s
s
s
s
s

 
Fig, 9.21  Tabela lui Routh calculată  

Se constată că „linia de zero” coincide cu cea de a treia linie a tabelei. Polinomul 
auxiliar în acest caz se identifică cu: 

32)( 24 ++= sssq   ( 9.67) 

corespunzător coeficienţilor din linia a doua. 
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 Derivata întâi a „polinomului auxiliar” va fi în acest caz: 

sssq 44)( 3)1( +=   ( 9.68) 

 Coeficienţii formei derivative [ ]0,4,4  înlocuiesc „linia zero” din tabela Routh 
iniţială. Se completează în continuare noua tabelă: 
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Fig, 9.22  Tabelă a lui Routh calculată 

 Sistemul caracterizat de polinomul caracteristic dat este instabil (două schimbări 
de semn în prima coloană a tabelei Routh). 

9.4.3. Exemplu de analiza stabilităţii 

Robotul industrial constituie un sistem mecatronic şi ocupă un loc important în 
viaţa de zi cu zi. Proiectarea unui astfel de sistem se încadrează în aprecierile realizate 
anterior. 

Se consideră schema bloc a sub-sistemului de poziţionare a punctului 
caracteristic al unui robot de sudură (fig.9.13)[9.2]. 

Ecuaţia caracteristică a sistemului este: 

0
)3)(2)(1(

)(1)(1 =
+++

+
+=+

ssss
asKsG   ( 9.69) 

sau: 
0)6(116)( 234 =+++++= KasKssssQ   ( 9.70) 
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+ -  
Fig, 9.23  Schema bloc a sistemului de poziţionare 

Pe baza relaţiei (9.70) se poate construi tabela Routh din figura 9.24. 
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Fig, 9.24  Tabela Routh pentru relaţia (9.70) 
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unde coeficienţii b3 şi c3 au valorile: 

0
6

60
3 >

−
=

Kb   ( 9.71) 

( )
066

3

3
3 >

−+
=

b
KaKbc   ( 9.72) 

Din relaţia (9.71) rezultă că este necesar ca 60<K . Înlocuind relaţia (9.71) în 
(9.72) se poate deduce că este necesar să fie îndeplinită condiţia: 

( )
K

KKa
36

6)60( +−
≤   ( 9.73) 
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